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Öz
Yaşamın her aşamasında başvurulan matematiksel düşünme oldukça soyut bir kavram olup bu çalışmada özellikleri, bileşenleri ve diğer düşünme türleriyle ilişkisi dikkate alınarak incelenmiştir. Bu bağlamda, literatürde matematiksel düşünmenin özelleştirme, genelleme, varsayımda bulunma, ispatlama, soyutlama ve muhakeme etme gibi çeşitli bileşenlerden oluştuğu ifade edilmektedir. Bu araştırmada, nitel araştırma yaklaşımı kullanılarak, 11. sınıf öğrencilerinin matematiksel düşünmenin özelleştirme, genelleme, varsayımda bulunma ve ispatlama aşamalarıyla ilgili yaşantılarını ortaya çıkarmak amaçlanmıştır. Çalışma kapsamında ilk olarak, matematiksel düşünmenin aşamalarını dikkate alan ve herbiri dokuz sorudan oluşan çalışma yaprakları geliştirilerek pilot çalışması yapılmış ve ardından 24 lise öğrencisine uygulanmıştır. Uygulama esnasında sınıf gözlemleri de yapılarak gerektiğinde öğrencilere sorular sorulmuştur. Çalışmanın sonuçları matematiksel düşünmenin aşamaları ilerledikçe öğrenci başarısının düştüğünü ortaya koymuştur. Bu bakımından, öğrencilerin özelleştirmede iyi performans sergiledikleri, ispatlamada ise büyük sıkıntı çektikleri tespit edilmiştir. Ayrıca, genelleme ve varsayımda bulunma aşamalarında öğrencilerin cevaplarının sözel ve cebirsel, ispatlama aşamasında ise aritmetik, geometrik ve cebirsel kodları altında toplandıkları belirlenmiştir. Çalışmanın sonuçlarına dayanarak çeşitli öneriler sunulmuştur.
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Abstract

Mathematical thinking used in every stage of human life is a very abstract concept and it’s examined in this study regarding its characteristics, components and relationship with other types of thinking. In this context, mathematical thinking is defined to consist of various cognitive processes such as specializing, generalizing, conjecturing, proving, abstracting and reasoning. In this study, it was aimed to reveal the experiences of 11th grade students related to specializing, generalizing, conjecturing and proving stages of mathematical thinking. In the context of this study, firstly, worksheets each consisting of 9 questions and taking into account the stages of mathematical thinking were developed, pilot studied and then applied to 24 high school students. During the implementation, classroom observations were made and several questions were asked to the students when necessary. The results of the study demonstrated that student achievement decreased as the stages of mathematical thinking progressed. From this point of view, students were found to demonstrate a good performance in specializing stage and to have a big difficulty in proving stage. Moreover, the students’ answers in generalizing and conjecturing stages were observed to accumulate under verbal and algebraic codes and in proving stages the answers were determined to accumulate under the codes of arithmetic, geometric and algebraic. Based on the results of the study, several recommendations were made. 
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1. Purpose

The most fundamental quality of humans distinguishing them from the other living things is the ability to think, interpret and organize events for their own interests. One of the most important tools that improve thinking is mathematics (Tural, 2005).  Mathematical thinking may be defined as “using mathematical technique, concept and methods directly or indirectly in the process of problem solving” (Henderson, Marion, Fritz, et al., 2004). The most distinguishing characteristics of mathematical thinking are making predictions based on existing knowledge and skills, making generalization, assumption, abstraction, reasoning and proof (Alkan & Bukova Güzel, 2005). Indeed, individuals use mathematical thinking to analyze events and phenomena in every stage of their lives consciously or not. Therefore, mathematical thinking is not confined to mathematicians.

Mathematical thinking which is used in every stage of human life is an abstract concept and it’s composed of various components such as specializing, generalizing, conjecturing, proving, abstracting and reasoning. In this study, it was aimed to reveal the experiences of 11th grade students related to specializing, generalizing, conjecturing and proving stages of mathematical thinking.
The most fundamental property of mathematical thinking is problem solving. Problem solving enables students to gain experiences in general mathematical strategies such as abstraction, expression, symbolizing, generalizing, proving and asking new questions (Busbridge & Özçelik, 1997). From this point of view, it’s thought that understanding how students think and make inferences while working on a mathematical problem will give clues about the stages of mathematical thinking. For this reason, in order to attain the aim of this study, problem solving activities were used.
2. Method


Qualitative studies have many important properties such as sensitivity to natural environment, the participatory role of the researcher, having a holistic approach, revealing perceptions, flexibility in the research design and having a deductive analysis approach (Yıldırım &  Şimşek, 2006; Yin, 1984).  Considering these properties, qualitative research method was used in this study.  In the selection of study group, the purposeful sampling was used within the framework of the research design. The 24 students in the sample volunteered for the study. 

The data in this study were collected using three worksheets and unstructured observations during the implementation. Pair work was chosen as appropriate method since students reflect their views best in a social environment provided by group work. In the analysis stage, in order to reveal students’ experiences during the stages of mathematical thinking, first of all the answers of the groups to each question were tabulated. Then, the data in these tables were perused by the researchers several times and template codes were developed. The answers that might be regarded to have the same meaning were brought together under common codes. The codes on which the two researchers could not compromise were discussed. A compromise on these codes was attained with this discussion. Finally, the codes that were derived as a result of the comparisons were presented in tables.
3. Results

All students were found to be successful during the specializing stage. The students’ answers related to specializing stage were found to accumulate under the codes of drawing a systematic shape, finding the required solutions for a special case and skipping specializing stage. The students’ answers in generalizing and conjecturing stages were observed to accumulate under verbal and algebraic codes and in proving stages the answers were determined to accumulate under the codes of arithmetic, geometric and algebraic.
4. Discussion 


 
Since the students answered most of the questions related to specializing stage show that the students do not face much trouble at this stage. The emphasis on case study questions that aim reinforcement of operational skills in elementary and secondary education is thought to be effective in this result.  


In the generalizing and conjecturing stages, the students usually tend to explain the relation between two variables using verbal expressions and this shows that the students may be experiencing difficulties in expressing the relationship between two variables using symbols. This shows that students are not competent enough in generalizing and conjecturing stages. The result that students are facing difficulties in expressing the relationships between variables using symbols aligns with the results of previous studies (Özmantar, Bingölbali & Akkoç, 2008; Tall, 2008). However elementary and secondary students are expected to propose hypotheses and suggestions, assess them, use inductive and deductive reasoning by formulating mathematical arguments and develop and retain their reasoning skills. 
The groups were found inclined to prove their hypotheses arithmetically (by assigning values to the variable) at proving and were even unsuccessful in this attempt. Since conjecturing and proving skills are not commonly emphasized in secondary education level, this result is not very surprising. This result aligns with the results of previous studies (Moralı, Uğurel, Türnüklü, et al., 2006; Özer & Arıkan, 2002). 

5. Conclusion

When we look at the results of the study, student achievement was found to decrease as the stages of mathematical thinking progressed. Furthermore, it was also determined in this study that students might skip the stages from time to time and refer to different stages during a single stage. This finding confirms the complexity of mathematical thinking.
On the other hand, it can be claimed that the students do not face much trouble related to specializing stage and they demonstrate a good performance at this stage. In the generalizing and conjecturing stages, it was concluded that the students usually tend to explain the relation between two variables using verbal expressions and refrain from using mathematical expressions. The most challenging stages of mathematical thinking for the students were found to be proving stage. At this stage, the students tended to conduct arithmetic proofs which resemble specializing rather than using mathematically valid proofs.
1. Giriş
İnsanı diğer canlılardan ayıran en temel özelliği, düşünebilme ve olaylardan anlam çıkarıp koşulları kendi lehine düzenleyebilme yeteneğidir. Düşünmeyi geliştiren en önemli araçlardan biri ise matematiktir (Tural, 2005). Matematik sadece sayıları, işlemleri öğretmekle kalmaz; her geçen gün biraz daha karmaşıklaşan yaşam savaşında, düşünme, olaylar arasında bağ kurma, akıl yürütme, tahminde bulunma, problem çözme gibi önemli beceriler kazandırarak insana destek olur (Umay, 2003). Ayrıca matematik kendinden uzak, anlaşılmaz sembollerin ve formüllerin art arda sıralandığı bilgiler yumağı, birilerinin bulduğu matematiksel sonuçlardan oluşmuş bir bilim dalı değil; bir düşünme biçimi, bir takım düşünme alışkanlıklarıdır (Baki, Güven ve Karataş, 2002).


Matematiğin bu özellikleri göz önüne alındığında matematiğe özgü bir düşünmeden (matematiksel düşünme) bahsedilebilir. En genel anlamda matematiksel düşünme, "matematiksel teknik, kavram ve yöntemleri problem çözme sürecinde dolaylı ya da doğrudan kullanmak" şeklinde tanımlanabilir (Henderson, Marion, Fritz, vd., 2004). Tanımdan da anlaşılacağı üzere bireyler, yaşamlarının her aşamasında karşılaştıkları olay ve olguları çözümlemede, farkında olarak ya da olmayarak, matematiksel düşünmeyi kullanırlar. Bu nedenle matematiksel düşünme yalnızca matematikçilere has olmayıp günümüzde herkesin kullanması gereken bir düşünme biçimidir (Alkan ve Bukova Güzel, 2005). Birey yaşamı boyunca okulda, işte, günlük hayatta problem çözmeye çalışır (Blitzer, 2003) ve bunun için de matematiksel düşünmeye gereksinim duyar.

Matematiksel düşünmenin tanımı dikkate alındığında, oldukça soyut olduğu farkedilmektedir. Matematiksel düşünmeyi “somutlaştırmak” amacıyla araştırmacılar matematiksel düşünmenin özelliklerini, bileşenlerini ve matematiksel düşünmeyi diğer düşünmelerden ayıran hususları inceleme yoluna gitmişlerdir. Bu bağlamda, matematiksel düşünmeyi diğer düşünmelerden ayıran en önemli özellik, tahmin etme, genelleme, varsayımda bulunup test etme, soyutlama, muhakeme etme, ispatlama ile yeni bir bilgi ya da kavrama ulaşmadır (Alkan ve Bukova Güzel, 2005). 
Diğer yandan literatür incelendiğinde, farklı araştırmacıların matematiksel düşünmenin çeşitli bileşenlerini inceledikleri de görülmektedir. Örneğin Tall (2002) matematiksel düşünmenin soyutlama (abstraction), sentezleme (synthesizing), genelleme (generalizing), modelleme (modelling), problem çözme (problem solving) ve ispat (proof) gibi bileşenleri kapsadığını ifade etmektedir. Stacey, Burton ve Mason (1985) da matematiksel düşünmenin özelleştirme (specializing), genelleme (generalizing), varsayımda bulunma (conjecturing), doğrulama ve ikna etme (justifying and convincing) bileşenlerini incelemişlerdir. Hacısalihoğlu, Mirasyedioğlu ve Akpınar (2003) ise Stacey, Burton ve Mason’un çalışmalarına dayanarak matematiksel düşünme sürecinin ayrıntılamak (özelleştirme), genelleştirmek, tahmin etmek ve ikna etmek bileşenlerinden oluştuğunu ifade etmişlerdir. Benzer şekilde Liu (2003) da matematiksel düşünmeyi “tahmin edebilme, tümevarım, tümdengelim, örnekleme, genelleme, analoji, formal ve informal olmayan usa vurma, doğrulama ve benzeri karmaşık süreçlerin bir birleşim kümesi” olarak tanımlamıştır. 

Yukarıda bahsedilen çalışmalar incelendiğinde, matematiksel düşünmenin aynı bileşeni için farklı araştırmacıların eş anlamlı kelimeler (doğrulama ve ikna etme / doğrulama ve inandırma / ispatlama gibi) kullandıkları ve matematiksel düşünmede daha çok özelleştirme, genelleme, varsayımda bulunma ve ispatlama bileşenlerinin ön plana çıktığı görülmektedir. Ayrıca matematiksel düşünmenin tüm bileşenlerinin tek bir çalışma kapsamında ele alınmasının zorluğu da göz önüne alınarak, bu çalışmada matematiksel düşünme sürecinin özelleştirme, genelleme, varsayımda bulunma ve ispatlama aşamaları üzerinde yoğunlaşılmıştır. Bu kabul, matematiksel düşünme sürecini daha çalışılabilir hale getirmeyi amaçlayıp diğer bileşenlerin red edilmesi anlamına gelmemektedir. Zira aşağıdaki açıklamalardan daha iyi anlaşılacağı üzere, yukarıda farklı araştırmalar tarafından dile getirilen bazı bileşenler, bu çalışma kapsamındaki dört bileşenden birinin içine girebilmektedir. Örneğin, Liu (2003) tarafından dile getirilen “tahmin etme” bileşeni özelleştirme ve varsayımda bulunma aşamalarında karşımıza çıkan bir bileşendir. Bu aşamalar ve bu aşamaların özellikleri verilen kaynaklar temel alınarak aşağıda  açıklanmıştır:

Özelleştirme

Öğrenci, özelleştirme yaparken karşılaştığı durumun özel değerler için geçerli olup olmadığını test eder. Bu bağlamda özelleştirmede bir veya daha fazla örnek verme, bir örneği tanımlama, gösterme, anlatma, seçme, çizme veya bulma gibi eylemler söz konusudur. Ayrıca verilen herhangi bir durum için karşıt / zıt veya ilgili örnek bulma, istenilenleri doğru bularak sonucu farklı şekillerde yazma gibi eylemler  de özelleştirmede yapılabilir.

Özelleştirme, bir genellemeye ulaşmayı sağlayacak kanıtları bir araya getirme işlemidir (Stacey, Burton ve Mason, 1985). Başka bir deyişle özelleştirme, örnekleri rastgele (problem durumunu anlamak için), sistematik bir şekilde (genellemeye zemin oluşturmak için) ve ustaca (genellemeyi test etmek için) seçme anlamındadır (Hacısalihoğlu, Mirasyedioğlu ve Akpınar, 2003; Stacey, Burton ve Mason, 1985). Özel durumları rasgele seçmek, problemin ne içerdiğine dair bir fikir elde etmek ve bir durumun (ya da tahminin) doğru olup olmadığını görmek açısından iyi bir fikir olabilir. Fakat bir ilişki araştırılıyor ve başarı elde etmek isteniyorsa özel durumların sistematik olarak seçilmesi daha yararlıdır (Stacey, Burton ve Mason, 1985).  


Genelleme
Genelleme, birkaç örnekten hareketle daha geniş olaylar kümesi hakkında tahminlerde bulunmaktır (Stacey, Burton ve Mason, 1985; Tall, 2002). Bazı temel ilişkilere ait sezgileri açık ve net bir şekilde ifade etmeye çalışmak genellemedir (Stacey, Burton ve Mason, 1985). Matematiksel genellemelerde belli sayıda adımlar kontrol edilerek örüntü veya iddia hakkında karar verilmeye çalışılır. Bazı durumlarda genellemeye ulaşmak için iki, üç adım yeterli olabilirken, bazı durumlarda ise sonlu sayıda adımların denenmesi genellemeyle ilgi soru işaretlerini ortadan kaldırmaz (Baki, 2008). Bu durum, genelleme sırasında özelleştirme işleminin de yapıldığını göstermektedir. Bu bileşen, matematik için hayati bir öneme sahiptir; çünkü spesifik sonuçlar bazı durumlarda yararlı olabilmesine rağmen, matematiksel sonuçlar karakteristik olarak geneldir. Genelleme, bizi “Doğru olması muhtemel görünen şey nedir?”, “Niçin doğrudur?” ve “Nerede doğrudur?”sorularına götürür (Stacey, Burton ve Mason, 1985). 
Özelleştirme ve genelleme süreçleri aşağıda şematik olarak verilmiştir (Hacısalihoğlu, Mirasyedioğlu ve Akpınar, 2003; Stacey, Burton ve Mason, 1985):     
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Şekil 1. Özelleştirme ve Genelleme Süreçleri
      
Yukarıdaki şekilde görüldüğü gibi bir problemi başarma süreci kabaca üç safhaya bölünebilir. Bunlar sırasıyla probleme giriş, problemi çözmeye başlama ve problemi yeniden inceleme safhalarıdır. Probleme giriş safhasında “Ne biliyorum?”, “Ne yapmak istiyorum?” gibi sorulara cevap aranır. Bu aşamada bilme (soruyu dikkatli okuma, işlem dokusunu özelleştirme vb.), isteme (bilgileri sınıflandırma, belirsizlikler için dikkatli olma vb.) ve tanıtma (diyagram ve sembolleri zihinde canlandırma, oluşum ve gösterimleri temsil etme vb.) gibi eylemler yapılır. Ayrıca soruyu kavramak için giriş aşamasında yapılacak en iyi şey ise özelleştirme yapmaktır. Problemi çözmeye başlama safhasında farklı yaklaşımlar ve planlar formüle edilerek üzerinde çalışılır. Bu aşama, genellemeyi kapsamaktadır. Özelleştirme, deneme, tahmin etme ve tahmini tekrar gözden geçirme gibi eylemler bu aşamada yapılır. Problemi yeniden inceleme safhasında ise mantıksal sonuçları denetleme ve anahtar fikirleri ifade etme vardır. Bu aşamada ise kontrol etme (sonuçların akla uygun olup olmadığını görme, sonuçların soruya uygunluğunu araştırma vb.), ifade etme (sonuçları ve tartışmaları ima etme ve bunların açık olup olmadığını tespit etme vb.) ve genişletme (sonucu daha da genişletme, mantıksal sonuçlar için yeni yollar önerme vb.) gibi eylemler söz konusudur.     
         
Genelleme sırasında örüntü oluşturma, sınıflama, eşleştirme, sıralama ve karşılaştırma yapma, benzerlik ve farklılıkları belirleme, iki değişken arasındaki ilişkiyi matematiksel veya sözel olarak ifade etme, olabilecek bütün ihtimalleri tanımlama gibi eylemler söz konusudur.        

Varsayımda Bulunma


Varsayım, mantıklı görünen ancak doğruluğu henüz kanıtlanmamış bir durum olup, özel durumlar üzerinde çalışma ve kıyas yapma sonucunda ortaya çıkar. Özelleştirme ve genelleme süreçleri yürütülürken otomatik olarak ortaya çıkan varsayımda bulunma ise, bir önermenin doğru olabileceğini tahmin ederek doğruluğunu araştırma sürecidir. Matematiksel düşünmede işin en zor tarafı, doğru olabilecek şeyi algılamak için yeterli şekilde soruyu oluşturmak ve onu bir varsayım olarak ortaya atmaktır. Varsayımları ifade etmek, test etmek ve gerektiğinde değiştirmek matematiksel düşünmenin bel kemiğini oluşturur (Stacey, Burton ve Mason, 1985). Stacey, Burton ve Mason (1985) varsayımda bulunmayı aşağıdaki gibi döngüsel bir süreçle göstermişlerdir:
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Şekil 2. Varsayımda Bulunma Döngüsü
     
Bir kez varsayımda bulunmaya başlandı mı, arkası da gelir. Böyle bir zamanda varsayımların bazılarını kontrol altında tutmaya çalışmak ve döngüsel süreçte onlara güvenmek gerekir (Stacey, Burton ve Mason, 1985). Daha sonra ise varsayımın niçin doğru olduğuna veya varsayım yanlış ise onun nasıl düzeltileceğine bakılır. Eğer varsayım düzeltilemiyorsa yeni bir varsayım ortaya atılır. Bu şekilde döngüsel bir süreç takip edilir. 

Varsayımda bulunma sırasında sözel veya matematiksel olarak tahminde bulunma, matematiksel iddiaları formüle etme, önermelerden sonuç çıkarma, hipotez kurma ve test etme gibi eylemler söz konusudur.



İspatlama


Matematiğin öğrenilmesinde en önemli araçlardan birisi de ispattır (Knuth, 2002). Matematiksel ispatlar doğrulama, açıklama ve soyutlama olmak üzere üç aşamada tamamlanır (Baki, 2008). Birinci aşamada iddianın doğruluğu araştırılır. Genel olarak “Ne” sorusunu tahmin etmek çok kolaydır. Ancak ”Neden” sorusu o kadar kolay değildir (Hacısalihoğlu, Mirasyedioğlu ve Akpınar, 2003; Stacey, Burton ve Mason, 1985). Bu nedenle varsayımı doğrulama sürecinde vurgu neyin doğru olabileceğinden, niçin doğru olabileceğine doğru kaymaktadır.  İkinci aşamada, iddianın neden doğru olduğu açıklanır. Doğruladığımız fikirleri kendi kendimize ve daha önemlisi diğerlerine izah edebilmeliyiz. Bunlar tahminlerimizin doğru yönde gelişmesine ve yapılanmasına önemli katkı sağlar. Üçüncü aşamada ise, genelleme koşulları kontrol edilerek soyutlama yapılır. Bu aşamada ispat için yapılanlar matematiksel dil kullanılarak en kısa yoldan soyutlaştırılır (Baki, 2008). İspatlama süreci aşağıdaki gibi şematize edilebilir:
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Şekil 3. İspatlama Süreci

   
İspatlama sırasında, bir önermenin neden doğru veya yanlış olduğunu söyleme ve açıklama,  değişik mantıksal düşünme yollarını (tümevarımsal ve tümdengelimsel düşünme) ve ispat çeşitlerini seçme ve kullanma gibi eylemler söz konusudur.

Yukarıda açıklamalardan matematiksel düşünmenin bir süreç olduğu ve bileşenlerinin birbirini takip eden aşamalar oldukları anlaşılmaktadır. Bu durum farklı araştırmalarda da göze çarpmaktadır (Alkan ve Bukova Güzel, 2005; Hacısalihoğlu, Mirasyedioğlu ve Akpınar, 2003). Gerçekten de birey herhangi bir problem durumuyla karşı karşıya kaldığında öncelikle özel durumları inceledikten sonra genellemeler yapmakta ve ardından varsayımlar yaparak bu varsayımları ispatlama yoluna gitmektedir. Bununla birlikte bazı özel durumlarda bu aşamalardan bir veya birkaçının atlanabileceği, ardışık aşamalar arasında gelgitler olabileceği söylenebilir. Diğer bir ifadeyle, matematiksel düşünmenin yukarıda sayılan aşamalarının ortaya çıkışı ve sırası, süreci yaşayan bireye ve problem durumuna göre değişiklik gösterebilir. Aynı durum karşısında bir birey bütün aşamalardan geçerken, bir başka birey bazı aşamaları atlayarak bir sonraki aşamaya geçebilir. 
Matematiksel düşünmenin yukarıda tanıtılan aşamalarında yapılabilecek eylemleri basit bir örnek üzerinde açıklamaya çalışalım. Öğrencilere farklı üçgenlerin iç açılarının ölçülerinin toplamları arasında bir ilişki olup olmadığını sorduğumuzu düşünelim. Özelleştirme sırasında, öğrenci farklı üçgenler çizerek bunların iç açılarını ölçüp not ederek, iç açılar toplamının 180 derece olduğunu fark eder. Genelleme sırasında, öğrenci bu durumu sağlamayan örnek olup olmadığına bakabilir. Bunun için örneğin dar, dik ve geniş açılı üçgenlerin iç açılarının ölçüleri toplamını kendi aralarında sınıflayıp birbirleriyle karşılaştırarak bulduğu ilişkiyi genelleyebilir. Varsayımda bulunma sırasında, öğrenci yeni çizdiği örnekler sayesinde oluşturduğu hipotezi test eder ve hipotezi matematiksel ifadelerle formüle edebilir. İspatlamada ise öğrenci, üçgenin bir köşesinden bu köşenin karşısındaki kenara paralel çizerek herhangi bir üçgenin iç açılarının ölçüleri toplamının 180 derece olduğunu ispatlayabilir. 

Matematiksel düşünme becerisi, dikkatli bir biçimde problemle uğraşma, deneyimler üzerinde derin düşünme, icraatlarla hissettiklerimizi ilişkilendirme, tasarlanan problem sürecini çalışma ve öğrendiklerimizin kendi deneyimlerimizle uygun olduğunun farkına varma gibi çeşitli aktiviteler sonucunda geliştirilebilir (Hacısalihoğlu, Mirasyedioğlu ve Akpınar, 2003). Bundan dolayı, matematiksel düşünmenin en temel özelliği problem çözmedir. Problem çözme, öğrencilerin soyutlama, ifade etme, sembolleştirme, genelleme, ispatlama ve yeni sorular ortaya atma gibi genel matematiksel stratejiler konusunda deneyimler kazanmalarını sağlar (Busbridge ve Özçelik, 1997). Dolayısıyla problem çözmenin söz konusu olduğu her durumda matematiksel düşünme de gerçekleşmektedir (Yeşildere, 2006). Bu açıdan, öğrencilerin matematiksel bir problemle uğraşırken nasıl düşündüklerini ve nasıl çıkarsamada bulunduklarını anlamak, matematiksel düşünmenin özelleştirme, genelleme, varsayımda bulunma ve ispatlama bileşenleri hakkında ipucu verebileceği düşünülmektedir. Bu nedenle -ilerleyen satırlarda detaylı açıklanacağı gibi- bu çalışmada, problem çözme sürecine odaklanarak matematiksel düşünme süreci incelenmeye çalışılmıştır.
2. Yöntem
Bu çalışmada, nitel araştırma yaklaşımı kullanılmıştır. Nitel araştırmalar, araştırma yapılan ya da yapılması planlanan kişilerin sahip oldukları deneyimlerinden doğan anlamların sistematik olarak incelenebilmesinde tercih edilen bir yöntemdir (Ekiz, 2003). Ayrıca nitel araştırmalar doğal ortama duyarlılık, araştırmacının katılımcı rolü, bütüncül bir yaklaşıma sahip olma, algıları ortaya koyma, araştırma deseninde esneklik ve tümevarımcı bir analize sahip olma gibi birçok önemli özelliğe de sahiptir (Yıldırım ve Şimşek, 2006; Yin, 1984). Nitel araştırmalarda araştırmacılar ise doğal ortamı gözlemleme ve irdeleme, araştırılan insanların meydana getirdiği anlamlar açısından olguyu anlamlaştırma ve yorumlama çabası içerisindedir (Denzin ve Lincoln, 2000). Bu özellikler dikkate alınarak, çalışmada nitel araştırma yaklaşımı tercih edilmiştir. 
2.1. Çalışma Grubu
Bu çalışmada, 11. sınıf öğrencilerinin matematiksel düşünmenin bazı bileşenlerindeki yaşantılarını belirlemek amaçlanmıştır. Bu amaçla Trabzon’daki bir lisenin 11. sınıfında okuyan 24 öğrenci çalışma grubuna dahil edilmiştir. Uygulamanın yapıldığı okul, orta seviyeli öğrencilerden oluşan resmi bir devlet okulu olup rastgele seçilmiştir. Çalışmanın yapıldığı öğrenciler ise tamamen gönüllülük esas alınarak seçilmiştir. Bu öğrencilerin 10’u kız, 14’ü ise erkektir. Çalışma grubunun seçiminde amaçlı örnekleme yoluna gidilerek, amaca yönelik daha fazla ve detaylı veriler elde edilmeye çalışılmıştır. Bu örneklemenin temeli, araştırmanın amaçları doğrultusunda bir evrenin temsilci bir örneği yerine, amaçlı olarak bir ya da birkaç alt kesimini örnek olarak almaktır (Sencer, 1989). Amaçlı örneklemede araştırma konusu için önemli olduğu düşünülen kriterler belirlenmekte ve bu kriterlere göre seçilen çalışma grubunun, araştırma evrenini bütün nitelikleri ile temsil edebildiği düşünülmektedir (Tavşancıl ve Aslan, 2001). Bu nedenlerden ötürü çalışmada amaca uygun örnekleme yoluna gidilmiştir. 

2.2. Veri Toplama Araçları 
Bu araştırmada veriler, geliştirilen üç çalışma yaprağı ve uygulama sırasında yapılan yapılandırılmamış gözlemler yoluyla toplanmıştır. Çalışma yapraklarındaki sorular oluşturulurken Watson ve Mason (1998)’un matematiksel düşünmeyi harekete geçirici soru tipi olarak tanımladıkları soru örneklerinden ve Doğan (2008)’ın “Matematik Yaramazdır” isimli kitabından yararlanılmıştır. Watson ve Mason (1998) matematiksel düşünmenin yukarıda tanıtılan farklı aşamalarında farklı soruların belirleyici olabileceğinin altını çizmişlerdir. Örneğin özelleştirmeyle ilgili olarak bireyin “bir veya daha fazla örnek verme” ve “bir örneği tanımlama, gösterme, anlatma, seçme, çizme, bulma”, “…. ilgili bir örnek midir?”, “…. ilgili bir örnek olmasını ne sağlar?” ve “…’e karşı bir örnek var mı?” vb. sorular sorulabileceğini ifade etmişlerdir. Genelleme ve varsayımda bulunmayla ilgili olarak  “genelde ne olur?”, “…. gerçeği bazen mi yoksa her zaman mı olur?” “… gerçeği asla doğru olmaz mı?”, “…. ile ilgili bütün ihtimalleri tanımla” ve “…. doğru olması için neyin değişmesi veya aynı kalması gerekir?” vb. sorular uygunken, ispatlamayla ilgili olarak da “…. nedenini açıkla”,               “…. nedenini söyle”, “….nasıl emin olabiliriz?”, “…. bana neyin yanlış olduğunu söyle”, “…. rolünü veya kullanımını açıkla” ve “…. beni ikna et ”sorularından faydalanılabileceği ifade edilmektedir. 
Hazırlanan çalışma yapraklarının her biri, dörder soru içeren iki etkinlik ve etkinlikler sonucunda elde edilen sonuçların birbiriyle ilişkilendirilmesini isteyen bir soru olmak üzere toplam dokuz sorudan oluşmaktadır. Anlaşılırlığı kolaylaştırmak amacıyla, bu çalışmada sorular ÇnYm        (n çalışma yaprağının, m’de sorunun numarasını göstermektedir.) şeklinde kodlanmıştır. Örneğin, Ç1Y3 1. çalışma yaprağının 3. sorusunu ifade etmektedir. Çalışma yapraklarının birincisi (Ç1) doğrular, ikincisi (Ç2) çemberler ve üçüncüsü (Ç3) ise çokgenlerle ilgilidir. Çalışma yapraklarındaki etkinliklerin ilk soruları (yani çalışma yapraklarının 1. ve 5. soruları) özelleştirme; 2. ve 6. soruları genelleme; 3., 7. ve 9. soruları varsayımda bulunma ve 4. ile 8. soruları da ispatla ilgilidir. Dolayısıyla varsayımda bulunmayla ilgili olarak çalışma yapraklarında üçer soru, diğer bileşenlerle ilgili ise ikişer soru bulunmaktadır. Aşağıda doğrularla ilgili geliştirilen çalışma yaprağı örnek olarak verilmiştir.
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Şekil 4.Doğrularla İlgili Çalışma Yaprağı
Bu ve diğer çalışma yapraklarıyla öğrencilerinin matematiksel düşünmenin özelleştirme, genelleme, varsayımda bulunma ve ispatlama bileşenleriyle ilgili yaşantılarını ortaya çıkarmak amaçlanmıştır. Çalışma yapraklarındaki sorular oluşturulurken bir yandan Watson ve Mason (1998)’un matematiksel düşünmenin farklı aşamalarını harekete geçirmek için tanımladıkları sorulardan faydalanılarak diğer yandan matematik eğitimi alanında çalışan bir akademisyenin ve iki matematik öğretmeninin görüşleri neticesinde hazırlanan soruların aşamalara yönelik olduğu kanaatine varıldı. Ayrıca pilot çalışmanın sonunda öğrencilerin verdikleri cevaplar da bunu destekler niteliktedir. Son olarak, çalışma yapraklarıyla ilgili bu kişilerle yapılan tartışmalardan ve pilot çalışmadan sonra, soruların anlaşılır ve öğrencilerin seviyelerine uygun olduğu konusunda da ortak bir karara varılmıştır. Her bir aşama için hangi soruların kullanıldığı gerekçeleriyle birlikte aşağıda kısaca açıklanmıştır.

Doğrularla ilgili çalışma yaprağında, özelleştirmeyle ilgili “bir veya daha fazla örnek verme” ve “bir örneği tanımlama, gösterme, anlatma, seçme, çizme, bulma” soruları dikkate alınarak öğrencilere, “Yukarıdaki kesişen 3 doğrunun altına 6 kesişim noktası olacak şekilde birbiriyle kesişen 4 doğru çiziniz.” (Ç1Y1) ve “Aşağıda bir ve iki tane doğrunun düzlemde oluşturduğu bölgelerin sayısı verilmektedir. Birinci etkinlikteki şekilleri dikkate alarak, üç ve dört tane doğrunun düzlemde oluşturdukları bölgelerin sayılarını bulunuz.” (Ç1Y5) soruları sorulmuştur. Genelleştirmeyle ilgili olarak ise, “genelde ne olur?”, “…. gerçeği bazen mi yoksa her zaman mı olur?” soruları göz önünde bulundurularak öğrencilerden “Kesişim nokta sayılarının oluşturduğu örüntüyü matematiksel olarak nasıl ifade edebilirsiniz? Açıklayınız.” (Ç1Y2) ve “Bölge sayılarının oluşturduğu örüntüyü matematiksel olarak nasıl ifade edebilirsiniz? Açıklayınız. (Ç1Y6) sorularıyla ilgili düşündüklerini yazmaları istenmiştir. Varsayımda bulunmayla ilgili olarak da, “…. ile ilgili bütün ihtimalleri tanımla” ve “…. doğru olması için neyin değişmesi veya aynı kalması gerekir?” soruları paralelinde öğrencilere “Kesişim nokta sayılarıyla ilgili matematiksel bir varsayımda bulunabilir misiniz? Açıklayınız.” (Ç1Y3), ”Bölge sayılarıyla ilgili matematiksel bir varsayımda bulunabilir misiniz? Açıklayınız.” (Ç1Y7) ve “Doğrularının kesişim nokta sayısıyla bölge sayıları arasında nasıl bir ilişki vardır? Açıklayınız. (Ç1Y9) soruları sorulmuştur. Son olarak ispatlamayla ilgili olarak ise, “…. nedenini açıkla”, “….nasıl emin olabiliriz?”, “…. rolünü veya kullanımını açıkla” ve “…. beni ikna et” soruları düşünülerek öğrencilere “Birbiriyle kesişen n tane doğrunun kesişim nokta sayısı en çok kaçtır? Bunu formülle ifade ediniz. Matematiksel olarak bu formülü nasıl doğrularsınız / ispatlarsınız?”  (Ç1Y4) ve “Birbiriyle kesişen n tane doğru düzlemde en çok kaç tane bölge oluşturur? Bunu formülle ifade ediniz. Matematiksel olarak bu formülü nasıl doğrularsınız / ispatlarsınız?” (Ç1Y8) soruları sorulmuştur. Aynı mantıkla çemberler ve çokgenler için de benzer sorular hazırlanmıştır. 
Gözlem, nitel araştırmaların en önemli ve en temel veri toplama araçlarından biri olarak ifade edilmektedir (Yıldırım ve Şimşek, 2006). Gözlem, araştırılan konu hakkında doğal ortamdaki davranışları incelemeye çalışır (Karasar, 2000). Araştırmacılar da, matematiksel düşünmenin bileşenleri hakkında doğal ortamdaki davranışları incelemeye çalışmak ve sınıf ortamında bu bileşenlere ilişkin oluşan davranışları daha ayrıntılı bir şekilde resmetmek için gözlem yapmışlardır.

2.3. Pilot Çalışma ve Veri Toplama Araçlarının Uygulanması
Geliştirilen çalışma yapraklarının uygulanabilirliğini test etmek için, 11. sınıf öğrencileriyle pilot çalışma yapılmıştır. Pilot çalışma sırasında, çalışma yapraklarında verilen kesişim nokta ve bölge sayılarından bazılarının dikkatsizlikten yanlış verildiği belirlenmiş ve gerekli düzeltmeler yapılmıştır. Çalışma yapraklarında başka değişiklik yapılmamıştır. Diğer yandan, pilot çalışma sayesinde hem soruların öğrenciler tarafından anlaşılabilirliği test edilmiş hem de cevaplama için gerekli süre belirlenmiştir. Bu uygulama sonunda, soruların öğrenciler tarafından anlaşılır olduğu ve her bir çalışma yaprağının bir ders saatinde uygulanabildiği görülmüştür. Asıl uygulama ise, yine 11. sınıf öğrencileriyle üç ders saati boyunca aynı lisenin farklı bir sınıfında yürütülmüştür.
Öğrenciler, düşüncelerini en iyi grup çalışmasının sunduğu sosyal bir ortamda yansıtmaktadır. Grup çalışmalarında öğrenciler yaptıkları çalışmalarla ilgili düşüncelerini, zihinlerinde oluşturdukları yeni kavramları, ilişkileri, genellemeleri arkadaşlarıyla tartışma ve bilgilerini yeniden inşa etme fırsatı bulabilmektedir. Ayrıca grup çalışması öğrencilere kendi kavramları hakkında konuşma, kendi stratejilerini kurma, varsayımda bulunma ve matematiksel bilgilerini tartışma gibi imkanlar da sağlamaktadır (Baki, 2008). Bu nedenlerden dolayı, öğrencilerin ikişerli gruplar halinde (toplam 12 grup) çalışmaları uygun görülmüştür. Araştırmacıların her biri altı grupla ilgilenmiş ve gruplar arasında dolaşarak grup içindeki tartışmaları ve yapılanları takip edip rehberlik yapmışlardır. Ayrıca araştırmacılar, gruplar arasında dolaşarak Watson ve Mason (1998)’un matematiksel düşünmeyi harekete geçirmek için belirledikleri soruları öğrencilere sorarak onların zihinsel süreçlerini anlamaya ve daha fazla veri toplamaya çalışmışlardır. Araştırmacıların gözlem sırasında öğrencilere sordukları sorulardan bazıları şu şekildedir: Soruda istenilen örneği çizer misiniz?, Çizdiğiniz bu şekil soruda istenilenle ilgili bir örnek midir?, Bu şeklin ilgili örnek olmasını ne sağlar?, Bulduğunuz sonucu matematiksel olarak nasıl ifade edebilirsiniz?, Bulduğunuz bu sonuç her zaman doğru mudur?, Bulduğunuz bu sonucun doğru olması için neyin değişmesi veya aynı kalması gerekir?, Beni bu sonucun doğru olduğu konusunda nasıl ikna edersin? vb.

2.4. Verilerin Analizi
Verilerin analizi aşamasında, öğrencilerin matematiksel düşünmenin bileşenlerindeki yaşantılarını ortaya çıkarmak amacıyla öncelikle grupların her bir soruya verdikleri cevaplar soru soru tablolaştırılmıştır. Daha sonra bu tablolardaki veriler, araştırmacılar tarafından defalarca okunmuştur. Bu okumalar sırasında araştırmanın amacı dikkate alınarak araştırmacılar tarafından taslak kodlar oluşturulmuştur. Aynı anlama gelecek cevaplar ortak bir kod altında toplanmıştır. İki araştırmacının uyuşamadığı kodlamalar üzerinde ise tartışılmıştır. Bu tartışmayla kodlar üzerinde uyuşma sağlanmıştır. Son olarak, tartışmalar sonucunda oluşturulan ortak kodlar tablolar halinde sunulmuştur. Gözlemden elde edilen veriler ise, öğrencilerin çalışma yapraklarına verdikleri cevapları yorumlamada kullanılmış ve gözlem sırasında sorulan sorulara öğrencilerin verdikleri cevaplardan da faydalanılmıştır. 
2.5. Sınırlılıklar
11. sınıf öğrencilerinin matematiksel düşünme yapılarının analizi, çalışma yapraklarında yer alan sorularla sınırlıdır. Matematiksel düşünme süreçlerini karakterize eden temel özellikler göz önüne alınarak geliştirilmiş olan bu sorular matematikteki tüm konulardan ziyade sınırlı sayıda konuyla ilişkilidir. Diğer yandan, çalışma yaprakları matematiksel düşünmeyle ilgili olarak öğrencilerden azami derecede bilgi elde etmek amacıyla öğrencileri aşamalara uymaya zorlayacak şekilde hazırlanmıştır. Son olarak bu çalışma, Trabzon’da bulunan bir lisededeki 24 öğrenciden elde edilen verilerle sınırlıdır. Öğrencilerin düşünmelerinin detaylı ve ayrıntılı analizlerini yapabilmek açısından böyle bir sınırlamaya ihtiyaç duyulmuştur.
3. Bulgular

Bu bölümde, çalışma yapraklarındaki özelleştirme, genelleme, varsayımda bulunma ve ispatlama bileşenleriyle ilgili kısımlardan ve gözlemlerden elde edilen bulgular sunulmuştur.

3.1. Özelleştirme

Çalışma yapraklarının 1. ve 5. soruları özelleştirmeyle ilgilidir. Bu sorularda sırasıyla altı kesişim noktası olacak şekilde dört doğru çizilmesi (Ç1Y1), üç ve dört doğrunun düzlemde oluşturdukları bölge sayısının bulunması (Ç1Y5), 12 kesişim noktası olacak şekilde dört çember çizilmesi (Ç2Y1), üç ve dört çemberin düzlemde oluşturduğu bölge sayısının bulunması (Ç2Y5), altıgenin kenar sayısının ve bir köşesinden çizilen köşegenlerin üçgeni kaç bölgeye ayırdığı (Ç3Y1), beşgen ve altıgenin toplam köşegen sayılarının bulunması (Ç3Y5) istenmektedir. Dikkat edilirse bu sorulardan Ç1Y1 ve Ç2Y1’de öğrencilere gerekli tüm bilgiler verilmiş olup, öğrenciler yalnızca şekli çizme durumuyla karşı karşıyadırlar. 

Grupların özelleştirmeyle ilgili olarak, istenilen özel bir durum için şekil çizdikleri (Kod 1), verilen özel bir durum için istenilenleri doğru veya kısmen doğru buldukları (Kod 2), özelleştirmeyi atladıkları (Kod 3) veya soruları cevaplayamadıkları belirlenmiştir. Aşağıda, özelleştirme için oluşturulan kodlar açıklanmış ve bu kodlarla ilgili grup cevaplarından örnekler verilmiştir.

Kod 1. Sistematik Bir Şekli Çizme: Bu kod, sistematik yani düzenli, planlı ve aralarında belli bir örüntü olan şekillerden birini çizmekle ilgili olup Ç1Y1 ve Ç2Y1 için anlamlıdır. Bu sorularda altı kesişim noktası olacak şekilde dört doğru çizilmesi (Ç1Y1), 12 kesişim nokta sayısı olacak şekilde dört çember çizilmesi (Ç2Y1) istenmektedir. Ç1Y1 ve Ç2Y1 sorularına verilen cevaplar aşağıdaki gibi örneklendirilmiştir. 
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Şekil 5a. Ç1Y1 Sorusuna Verilen Doğru Bir Cevap       Şekil 5b. Ç2Y1 Sorusuna Verilen Doğru Bir Cevap 

Yukarıdaki şekiller ve diğer öğrencilerin çizimleri incelendiğinde, altı kesişim noktası olacak şekilde dört doğru (Ç1Y1) ve 12 kesişim nokta sayısı olacak şekilde dört çember çizilmesinin (Ç2Y1) istenildiği sorularda tam bir başarı sağlandığı görülmektedir.


Kod 2. Sistematik Bir Yol İzleme: Bu kod Ç1Y5, Ç2Y5, Ç3Y1 ve Ç3Y5 sorularıyla ilişkilidir. Bu bağlamda bu sorularda, öğrencilerden belirli sayıdaki doğru veya çemberlerin düzlemde oluşturduğu bölgeler, altıgenin köşesinden çizilen köşegenlerin altıgeni kaç üçgene ayırdığı ve beşgen ile altıgenin toplam köşegen sayılarının bulunması istenmektedir. Cevaplar incelendiğinde, grupların istenilenleri doğru veya kısmen doğru buldukları fark edilmektedir. Bu durum Ç2Y5, Ç3Y5 ve Ç1Y5 soruları için aşağıdaki gibi örneklendirilmiştir. 
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	Şekil 6a. Ç2Y5 Sorusuna Bir Grubun Verdiği Cevap (Doğru)
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Şekil 6b. Ç3Y5 Sorusuna Bir Grubun Verdiği Cevap (Doğru)

Şekil 6a ve 6b’de görüldüğü gibi bu cevaplarda öğrencilerin sistematik bir yol izlediği ve verilen sayılar arasındaki ilişkiyi belirleyip verilmeyen sayıları doğru buldukları görülmektedir. Böylece her iki grup, bölge sayıları ve toplam köşegen sayılarını doğru bularak özelleştirmeyi başarıyla tamamlamışlardır. Bu koda başvuran gruplardan biri ise Ç1Y5 sorusu için bu kodu aşağıdaki gibi kısmen kullanmıştır.
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Şekil 7. Ç1Y5 Sorusuna Bir Grubun Verdiği Eksik Cevap

Yukarıda görüldüğü gibi bir grup, Ç1Y5 sorusu için dört doğrunun düzlemde oluşturduğu bölge sayısını bulamamıştır (Şekil 7).

Kod 3. Özelleştirme Aşamasını Atlama: Bu kod, verilen soruda özelleştirme yapmak yerine, bu aşamayı atlamakla ilgili olup Ç3Y1 için anlamlıdır. Ç3Y1 sorusuna verilen cevaplardan biri aşağıdaki gibidir. 
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Şekil 8. Ç3Y1 Sorusuna Bir Grubun Verdiği Cevap

Görüldüğü gibi, gruplardan biri altıgenin kenar sayısının ve köşegenin altıgeni ayırdığı üçgen sayısının istendiği Ç3Y1 sorusunda özelleştirme yapmak yerine, doğrudan varsayımda bulunarak özelleştirme aşamasını atlamıştır (Şekil 8).


Çalışma yapraklarındaki özelleştirmeyle ilgili sorular için oluşturulan kodların frekansları Tablo 1’de sunulmuştur.


Tablo 1. 

Özelleştirmeyle İlgili Kodların Frekansları
	
	Ç1Y1
	Ç1Y5
	Ç2Y1
	Ç2Y5
	Ç3Y1
	Ç3Y5
	Toplam

	Kod 1
	12
	
	12
	
	
	
	24

	Kod 2
	
	12
	
	11
	11
	11
	45

	Kod 3
	
	
	
	
	1
	
	1

	Cevapsız
	
	
	
	1
	
	1
	2



    Tablo 1 incelendiğinde, özelleştirmede istenilen veya verilen özel bir durum için gerekli işlemlerin grupların çoğu tarafından doğru yapıldığı görülmektedir. Bu durum, öğrencilerin özelleştirmeyle ilgili istenenleri zorlanmadan yaptıklarını göstermektedir. Ayrıca yapılan gözlemler de, öğrencilerin özelleştirmeyle ilgili soruları çok kısa sürede yaptıklarını desteklemektedir. Ancak, çalışma yapraklarının özelleştirmeyle ilgili çizim gerektiren 1. sorularında bir sıkıntı olmamasına rağmen; çalışma yapraklarının 5. sorularında bazı grupların doğruların ve çemberlerin oluşturdukları bölge sayılarını ve çokgenlerin toplam köşegen sayılarını bulurken şekilleri dikkate almadan sayıların aritmetik olarak arttıklarını düşünerek soruları cevapladıkları görülmüştür. Bu şekilde yapan öğrenciler doğru, çember ve çokgenle ilgili şekilleri tekrar incelemeleri konusunda uyarılmıştır. Bunun sonunda grupların hemen hemen hepsi doğru sonuca ulaşmıştır.
3.2. Genelleme

[image: image11.wmf]
Bu bileşenle ilgili sorularda öğrencilerden, doğruların kesişim nokta sayılarının (Ç1Y2), doğruların oluşturduğu bölge sayılarının (Ç1Y6), çemberlerin kesişim nokta sayılarının (Ç2Y2), çemberlerin bölge sayılarının (Ç2Y6), çokgenlerin bir köşesinden çizilen köşegenlerle oluşan üçgen sayılarının (Ç3Y2) ve çokgenlerin bütün köşelerinden çizilen toplam köşegen sayılarının (Ç3Y6) oluşturduğu örüntüleri matematiksel olarak ifade etmeleri istenmektedir. 

Grupların genellemede, sayılar veya değişkenler arasındaki ilişkiyi sözel (Kod 1) veya matematiksel ifadeler (Kod 2) kullanarak ifade ettikleri veya soruları cevapsız bıraktıkları belirlenmiştir. Aşağıda, genelleme için oluşturulan kodlar açıklanmış ve grup cevaplarından örnekler verilmiştir.


Kod 1. Sözel Genelleme: Bu kod, sayılar veya değişkenler arasındaki ilişkiyi sözel olarak ifade etmeyle ilgili olup Ç1Y2, Ç1Y6, Ç2Y2, Ç2Y6, Ç3Y2 ve Ç3Y6 soruları için anlamlıdır. Ç2Y2 sorusuna verilen doğru ve yanlış cevaplardan biri aşağıdaki gibidir. 
[image: image12.png]Cemloer soys or Hhkeor Lesizen nolda says) aos100ak
forl 0 Yoo me\g o Yor. ®




Şekil 9a. Ç2Y2 Sorusuna Verilen Doğru Bir Cevap
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Şekil 9b. Ç2Y2 Sorusuna Verilen Yanlış Bir Cevap
Görüldüğü gibi bu koda başvuran grupların, çemberlerin kesişim nokta sayılarının oluşturduğu örüntüyü (Ç2Y2) doğru veya yanlış bir şekilde sözel olarak ifade ettikleri görülmektedir.


Kod 2. Matematiksel Genelleme: Bu kod, sayılar veya değişkenler arasındaki ilişkiyi matematiksel olarak ifade etmeyle ilgili olup Ç1Y2, Ç1Y6, Ç2Y6 ve Ç3Y6 sorularıyla ilişkilidir. Benzer şekilde bu koda başvuran grupların değişkenler arasındaki ilişkiyi matematiksel olarak doğru veya yanlış bir şekilde ifade ettikleri belirlenmiştir. Bu kodla ilgili olarak, çokgenlerin bütün köşelerinden çizilen toplam köşegen sayılarının oluşturduğu örüntünün matematiksel olarak gösteriılmesinin istenildiği Ç3Y6 sorusu için grupların cevaplarından ikisi aşağıda verilmiştir. 
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    Şekil 10a.  Ç3Y6 Sorusuna Verilen Doğru Bir Cevap
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 Şekil 10b. Ç3Y6 Sorusuna Verilen Yanlış Bir Cevap


Ç3Y6 sorusunu yanlış bulan bu grubun “n” kenar sayısı olmak üzere n kenarlı bir çokgenin köşegen sayısını veren n(n-3)/2 formülündeki n ile n-3’ün arasına çarpı yerine artı işareti koyduğu görülmektedir.

Çalışma yapraklarındaki genellemeyle ilgili sorular için oluşturulan kodların frekansları Tablo 2’deki gibidir.

Tablo 2.
Genellemeyle İlgili Kodların Frekansları
	
	Ç1Y2
	Ç1Y6
	Ç2Y2
	Ç2Y6
	Ç3Y2
	Ç3Y6
	Toplam

	Kod 1
	10
	8
	11
	9
	11
	2
	51

	Kod 2
	1
	3
	
	2
	
	7
	13

	Cevapsız
	1
	1
	1
	1
	1
	3
	8



Tablo 2 incelendiğinde, genellemede Ç3Y6 sorusu hariç grupların çoğunun sayılar veya değişkenler arasındaki ilişkiyle ilgili soruları doğru yaptıkları belirlenmiştir. Grupların sayılar veya değişkenler arasındaki ilişkiyi sözel ya da matematiksel olarak ifade ettikleri; ancak daha çok sözel ifadelendirmeyi tercih ettikleri görülmüştür. Bu durum, öğrencilerin sayılar veya değişkenler arasındaki ilişkiyi matematiksel sembollerle ifade etmede sıkıntı yaşadıklarını göstermektedir. Yapılan gözlemler bunu destekler niteliktedir. Çünkü gözlemler sırasında öğrencilere bulduğunuz genellemeyi matematiksel olarak ifade edin denildiğinde öğrencilerin zorlandıkları belirlenmiştir. Ayrıca yapılan gözlemlerde bazı öğrencilerin genellemeyle ilgili 2. ve 5. sorularda geçen “örüntü” kavramından tam olarak ne kastedildiğini anlamadıkları için kendilerine bu kavram hakkında biraz açıklama yapılmasını istedikleri görülmüştür. “Örüntü” kelimesiyle ilgili sınıfta kısa bir tartışma yapıldıktan sonra bu öğrencilerin çalışma yapraklarının 2. ve 5. sorularını yapabildikleri gözlenmiştir.

3.3. Varsayımda Bulunma

Bu bileşenle ilgili sorularda öğrencilerden doğruların oluşturduğu kesişim nokta sayıları (Ç1Y3) ve bölge sayıları (Ç1Y7), çemberlerin oluşturduğu kesişim nokta sayıları (Ç2Y3) ve bölge sayıları (Ç2Y7), çokgenlerin oluşturduğu üçgen sayıları (Ç3Y3) ve toplam köşegen sayıları (Ç3Y7), doğruların (Ç1Y9) ve çemberlerin (Ç2Y9) kesişim nokta sayılarıyla bölge sayıları arasındaki ilişkiyle ve bir çokgenin bir köşesinden çizilen köşegenlerin oluşturduğu üçgen sayısıyla bu çokgenin toplam köşegen sayıları arasındaki ilişkinin (Ç3Y9) matematiksel olarak ifade edilmesi istenmektedir. 

Öğrencilerin varsayımda bulunmayla ilgili olarak, sözel (Kod 1) veya matematiksel (Kod 2) varsayımda bulundukları veya soruları cevapsız bıraktıkları belirlenmiştir. Aşağıda, varsayımda bulunma için oluşturulan kodlar açıklanmış ve grup cevaplarından örnekler verilmiştir.

Kod 1. Sözel Varsayım: Bu kod, çalışma yapraklarının tüm 3., 7. ve 9. sorularıyla ilgilidir. Varsayımları sözel olarak ifade etmeyle ilgili olan bu koda bağlı olarak, grupların doğru veya yanlış bir şekilde varsayımda bulundukları belirlenmiştir. Örneğin, doğruların oluşturduğu kesişim nokta sayıları arasındaki ilişkiyle ilgili varsayımda bulunmalarının istenildiği Ç1Y3 sorusuna verilen cevapların ikisi aşağıdaki gibidir. 
[image: image16.png]0 dore dodgoovn L olsTPan A dogro sowy Pe comproman
@(—\m Lesfmn noliier Sowisen et




Şekil 11a. Ç1Y3 Sorusuna Verilen Doğru Bir Cevap
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Şekil 11b. Ç1Y3 Sorusuna Verilen Yanlış Bir Cevap 

Görüldüğü gibi bu koda başvuran grupların, Ç1Y3 sorusunu doğru veya yanlış sözel bir varsayım şeklinde ifade ettikleri belirlenmiştir.

Kod 2. Matematiksel Varsayım: Bu kod, Ç1Y3, Ç1Y7, Ç2Y3, Ç2Y7, Ç3Y7, Ç1Y9, ve Ç3Y9 soruları için anlamlı olup, varsayımları matematiksel olarak ifade etmeyle ilişkilidir. Bu koda bağlı cevaplar incelendiğinde, grupların matematiksel olarak doğru veya yanlış bir şekilde varsayımda bulundukları belirlenmiştir. Bununla ilgili olarak, öğrencilerden çemberlerin oluşturduğu kesişim nokta sayıları arasındaki ilişkiyle ilgili matematiksel bir varsayımda bulunmalarının istenildiği Ç2Y3 sorusuna verilen cevapların ikisi aşağıda verilmiştir.
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Şekil 12a. Ç2Y3 Sorusuna Verilen Doğru Bir Cevap
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Şekil 12b. Ç2Y3 Sorusuna Verilen Yanlış Bir Cevap
              Görüldüğü gibi grupların biri Ç2Y3 sorusuna “n2-n formülü ile bulunur.” şeklinde doğru cevap verirken, başka bir grup aynı soruyu “n2+n+2“ şeklinde yanlış cevaplamıştır.


   Çalışma yapraklarındaki varsayımda bulunmayla ilgili sorular için oluşturulan kodların frekansları hesaplanmış ve Tablo 3’te sunulmuştur.


Tablo 3. 
Varsayımda Bulunmayla İlgili Kodların Frekansları 
	
	Ç1Y3
	Ç1Y7
	Ç2Y3
	Ç2Y7
	Ç3Y3
	Ç3Y7
	Ç1Y9
	Ç2Y9
	Ç3Y9
	Toplam

	Kod 1
	5
	5
	5
	3
	10
	5
	8
	10
	2
	53

	Kod 2
	5
	6
	6
	6
	
	4
	1
	
	1
	29

	Cevapsız
	2
	1
	1
	3
	2
	3
	3
	2
	9
	26



Grupların, genellemede olduğu gibi sözel ya da matematiksel olarak varsayımda bulundukları; ancak daha çok sözel varsayımda bulunmayı yeğledikleri görülmüştür. Bu durum, öğrencilerin matematiksel olarak varsayımda bulunmada sıkıntı yaşadıklarını göstermektedir. Ayrıca yapılan gözlemlerde varsayımda bulunmayla ilgili çalışma yapraklarındaki özelikle 9. soruda bir çok grubun zorlandıkları görülmüştür. Öğrencilere 9. soruyu yapamama nedenleri sorulduğunda “Hocam bir ilişki bulamıyoruz.” dedikleri, bazı grupların ise soruları boş bırakmaktansa aklımza ilk gelen cevabı yazdıklarını (aritmetik olarak artar gibi) belirtmişlerdir.
               3.4. İspatlama

Uygulanan üç çalışma yaprağının 4. ve 8. soruları ispatlamayla ilgilidir. Bu sorulardan Ç1Y4 ve Ç1Y8’de sırasıyla birbiriyle kesişen n tane doğrunun kesişim nokta sayısı ile bölge sayılarının en çok kaç olacağının; Ç2Y4 ve Ç2Y8’de ise birbiriyle kesişen n tane çemberin kesişim nokta sayısı ile bölge sayılarının en çok kaç olacağının bulunması ve ispatlanması istenmektedir. Ayrıca öğrencilerin Ç3Y4’te n kenarlı bir çokgenin bir köşesinden çizilen köşegenlerin bu çokgeni en çok kaç üçgene ayıracağını ve Ç3Y8’de n kenarlı bir çokgenin toplam köşegen sayısını bulmaları ve ispatlamaları istenmektedir.


Öğrencilerin bu bileşenle ilgili olarak, doğru bir şekilde ifade edilmiş matematiksel ifadeyi aritmetik (Kod 1), cebirsel (Kod 2), geometrik (Kod 3) şekilde ispatladıkları veya hiçbir şey yapamadıkları belirlenmiştir. Her ispatın cebirsel bir parçası vardır; ancak ek olarak aritmetik veya geometrik öğeler ispatta kullanılınca farklı kodlar oluşacağı unutulmamalıdır. Aşağıda bu açıklama doğrultusunda ispatlama için oluşturulan kodlar ve grup cevaplarından örnekler verilmiştir.

Kod 1. Aritmetik İspat: Bu kod, Ç1Y4, Ç1Y8, Ç2Y4, Ç3Y4 ve Ç3Y8 soruları için anlamlı olup, bulunan matematiksel ifadeyi değişkene değer vererek ispatlamayla ilgilidir. Örneğin, birbiriyle kesişen n tane doğrunun kesişim nokta sayısının en çok kaç olacağının bulunmasının istenildiği Ç1Y4 sorusuna bir grubun verdiği cevap aşağıdaki gibidir.
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Şekil 13. Ç1Y4 Sorusuna Bir Grubun Verdiği Cevap


Şekil 13 incelendiğinde, öğrencilerin aritmetik ispat yaparken matematiksel düşünmenin özelleştirme bileşenini kullandıkları görülmektedir.

Kod 2. Cebirsel İspat: Bu kodda, matematiksel ifadenin değişkene değer vermeden matematiksel geçerliğe sahip bir yolla ispatlanması söz konusudur. Ayrıca cebirsel ispat sadece Ç2Y4 ve Ç2Y5 soruları için anlamlıdır. Bu kodla ilgili olarak, birbiriyle kesişen n tane çemberin düzlemde en çok kaç bölge oluşturacağının bulunmasını isteyen Ç2Y8 sorusuna bir grubun verdiği cevap aşağıdaki gibidir.
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Şekil 14. Ç2Y8 Sorusuna Bir Grubun Verdiği Cevap


Bu grubun cevabı incelendiğinde gruplardaki öğrencilerin 2’den 2n-2’ye kadar olan çift sayıların toplamına 2 ekleyerek n2-n+2 cevabına ulaştıkları görülmektedir.


Kod 3. Geometrik İspat: Bu kod, ispatı yapmak için geometrik şekillerden faydalanmaktan ibaret olup Ç1Y4, Ç1Y8, Ç2Y5, Ç3Y4 ve Ç3Y8 soruları için anlamlıdır. Bir grubun Ç3Y4 ve Ç3Y8 sorularına verdiği  cevaplar aşağıdaki gibi örneklendirilmiştir.
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Şekil 15a. Ç3Y4 Sorusuna Bir Grubun Verdiği Cevap
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Şekil 15b. Ç3Y8 Sorusuna Bir Grubun Verdiği Cevap

Şekil 15a incelendiğinde, n kenarlı bir çokgenin bir köşesinden çizilen köşegenlerin bu çokgeni en çok kaç üçgene ayıracağının sorulduğu Ç3Y4 sorusu için, bir grubun üçgen ve beşgen çizdiği ve bu çokgenleri bir köşesinden üçgenlere ayırarak ispat yapmaya çalıştığı görülmektedir. Ayrıca aynı grubun, n kenarlı bir çokgenin toplam köşegen sayısının sorulduğu Ç3Y8 için dörtgen ve beşgen çizdiği ve bu çokgenleri bütün köşelerinden üçgenlere ayırarak ispat yapmaya çalıştığı belirlenmiştir.


Çalışma yapraklarındaki ispatlamayla ilgili sorular için oluşturulan kodların frekansları Tablo 4’te sunulmuştur.


Tablo 4. 
İspatlamayla İlgili Kodların Frekansları
	
	Ç1Y4
	Ç1Y8
	Ç2Y4
	Ç2Y5
	Ç3Y4
	Ç3Y8
	Toplam

	Kod 1
	8
	4
	5
	
	6
	3
	26

	Kod 2
	
	
	6
	5
	
	
	11

	Kod 3
	3
	5
	
	3
	4
	2
	17

	Cevapsız
	1
	3
	1
	4
	2
	7
	16


Tablo 4, ispatlama bileşini için, grupların ifade ettikleri varsayımları aritmetik olarak ispat yapma eğiliminde oldukları ve cebirsel ve geometrik ispatlarda, aritmetik ispattaki kadar başarılı olamadıklarını göstermektedir. Ayrıca yapılan gözlemlerde bazı öğrencilerin ispatlamayla ilgili 4. ve 8. sorularda değişkenlere değer vererek ispat yapmaya çalıştıkları görülmüş ve öğrencilere “Beni bu sonucun doğru olduğu konusunda nasıl ikna edersin?" sorusu sorulmuştur. Öğrencilerin “Biz derste böyle de ispat yaptık.” şeklinde cevap verdileri görülmüştür.
4. Tartışma

Bu bölümde, matematiksel düşünmenin özelleştirme, genelleme, varsayımda bulunma ve ispatlama aşamalarından elde edilen bulguların literatürle tartışılmasına yer verilmiştir. 



Gruplardaki öğrencilerin özelleştirmeyle ilgili soruların çoğunu doğru yapmaları, özelleştirmede  fazla sıkıntı çekmediklerini göstermektedir. İlköğretim ve ortaöğretimde işlemsel becerilerin kazanılmasını ve pekiştirilmesini amaçlayan özel durum sorularına ağırlık verilmesinin bunda etkili olduğu düşünülmektedir. 


Grupların genellemeyle ilgili olarak, sayılar veya değişkenler arasındaki ilişkiyi daha çok sözel olarak ifade etmeyi tercih etmeleri, öğrencilerin sayılar veya değişkenler arasındaki ilişkiyi matematiksel sembollerle ifade etmede zorlandıklarını göstermektedir. Öğrencilerin bu konuda sıkıntı yaşamaları Özmantar, Bingölbali ve Akkoç (2008) ile Tall (2008)’un çalışmalarıyla paralellik göstermektedir.



Varsayımda bulunmayla ilgili olarak ise, grupların çoğunun varsayımlarını sözel şekilde ifade ettikleri görülmüştür. Bu durum, öğrencilerin varsayımda bulunma konusunda yeterli olmadıklarını göstermektedir. Oysaki ilköğretim ve ortaöğretimdeki öğrencilerden, varsayım ve iddia oluşturabilmeleri ve onları değerlendirebilmeleri, matematiksel iddiaları formüle ederek tümdengelimli ve tümevarımsal muhakemeyi kullanabilmeleri, muhakeme becerilerini geliştirmeleri ve sürdürmeleri beklenmektedir (Altıparmak ve Öziş, 2005). 

İspatlamayla ilgili olarak da, grupların oluşturdukları varsayımlarını daha çok aritmetik olarak (değişkene değer vererek) ispat etme girişiminde oldukları görülmüştür. Bu husus, öğrencilerin doğrulama sürecinde varsayımın niçin doğru olduğunu araştırmak yerine, değişkene değer vererek  özelleştirme yapmaya çalıştıklarını göstermektedir. Ortaöğretimde varsayımda bulunma ve ispatlama gibi matematiksel düşünme becerilerine fazla yer verilmediğinden bu sonuç hiç de şaşırtıcı değildir. Bu durum Moralı, Uğurel, Türnüklü ve Yeşildere (2006) ile Özer ve Arıkan (2002)’ın çalışmalarıyla uyum içindedir.
Bulgular genel olarak ele alındığında, aşamalar ilerledikçe öğrenci başarısının düştüğü görülmektedir. Gerçekten de öğrencilerin özelleştirme, genelleme, varsayımda bulunma ve ispatlamayla ilgili soruların sırasıyla %94.4, %80.6, %61.1 ve %15.3’ünü tam olarak doğru yaptıkları belirlenmiştir. Bu durum, matematiksel düşünmenin özelleştirme aşamasından ispatlama aşamasına doğru gidildikçe başarının düştüğünü göstermektedir. Bu düşüşte liselerde, varsayımda bulunma ve ispatlama gibi matematiksel düşünme becerilerine fazla önem verilmemesinin etkili olduğu söylenebilir (Moralı, Uğurel, Türnüklü ve Yeşildere, 2006; Özer ve Arıkan, 2002). Diğer yandan, bulgular öğrencilerin zaman zaman bazı aşamaları atladıklarını ve bir aşamanın içerisinde de bir başka aşamaya başvurduklarını da ortaya koymuştur. Bu durum, bazı özel durumlarda bu aşamalardan bir veya birkaçının atlanabileceği, ardışık aşamalar arasında gelgitler olabileceğini göstermektedir. 
5. Sonuç ve Öneriler
Bu çalışmada, 11. sınıf öğrencilerinin matematiksel düşünmenin özelleştirme, genelleme, varsayımda bulunma ve ispatlama aşamalarındaki yaşantılarını belirlemek amaçlanmıştır. Bu amaç doğrultusunda varılan sonuçlar ve bu sonuçlara bağlı olarak sunulan öneriler aşağıdaki gibidir:
· İlk olarak matematiksel düşünme sürecinde, bir aşamadan bir sonrakine geçerken öğrenci başarısının düştüğü görülmüştür. Bu nedenle, matematiksel düşünmenin varsayımda bulunma ve ispatlama gibi aşamalarına okullarda daha fazla önem verilmesi ve ders kitaplarına özellikle bu aşamalarla ilgili etkinliklerin konulması önerilmektedir. Diğer yandan, bulgular öğrencilerin zaman zaman bazı aşamaları atladıklarını ve bir aşamanın içerisinde de bir başka aşamaya başvurduklarını da ortaya koymuştur. Bu nedenle, aynı durum karşısında bir birey bütün aşamalardan geçerken, bir başka birey bazı aşamaları atlayarak bir sonraki aşamaya geçebileceği unutulmamalıdır.
· Öğrenciler özelleştirmeyle ilgili soruların hemen hemen hepsini doğru cevaplamış ve özelleştirmede iyi bir performans sergilemişlerdir. Bu durumda öğrencilerimizin özelleştirmeyle ilgili sorunlarının olmadığı ve özelleştirmede yeterli oldukları söylenebilir. Bu durumun oluşmasında okullarda daha çok işlemsel sorulara ağırlık verilmesinin etkili olduğu düşünülmektedir. Ancak öğrencilerin matematik derslerinde yapacakları etkinliklerde keşfetme, yanlışlıklar yaparak onları düzeltme gibi fırsatlar da bulabilmelidir. Böylece öğrenciler, kendi matematiğini kurmayı öğrenecek, matematiği sadece işlemsel değil kavramsal olarak da görerek karmaşık yapıya sahip problemlerin çözümünde kendilerine olan güvenleri gelişecektir (Baki, 2008).
· Genelleme sürecinde öğrencilerin daha çok sayılar veya değişkenler arasındaki ilişkiyi sözel olarak ifade etme eğiliminde oldukları ve sorularda matematiksel bir dil kullanmaları istenirken bundan sakındıkları tespit edilmiştir. Benzer sonuç varsayımda bulunmada da ortaya çıkmıştır. Bu durum, öğrencilerin varsayımda bulunmada yetersiz olduklarını göstermektedir. Bu nedenle, öğretmenlerin derslerinde sayılar veya değişkenler arasındaki ilişkileri matematiksel olarak göstermeyle alakalı daha fazla soru çözmeleri, öğrencilerin sorularla alakalı varsayım/hipotez kurmalarını ve test etmelerini desteklemeleri ve düşündüklerini ifade etmede öğrencilere yardımcı olmaları önerilmektedir.
· İspatlamayla ilgili birçok sorunun boş bırakılması, öğrencilerin bu bileşende matematiksel düşünmenin özelleştirme, genelleme ve varsayımda bulunma bileşenlerine göre daha fazla sıkıntı çektiklerini göstermektedir. İspatla ilgili sorulara cevap vermeye çalışan öğrencilerin de daha ziyade matematiksel olarak yeterli olmayan yollar izledikleri (özelleştirme yaptıkları) ortaya çıkmıştır. İspatlamayla ilgili becerilerin gelişmesi için, öğretmen bir teoremin ispatı veya bir problemin çözümü sırasında sesli düşünmeli ve kelimelerini matematik terminolojisinden seçmelidir. Öğretmen matematiksel düşünmenin önemi üzerinde durmalı, mantıksal çıkarım yollarını ve alternatif çözüm yollarını öğrencileri ile birlikte tartışmalı ve sadece öğretmenin matematiğini ve çözümlerini tekrar etme mahiyetinde olan ödevlerden sakınmalıdır (Baki, 2008). Bu nedenlerden dolayı, öğrencilerin matematiği ve matematiksel düşünmeyi daha iyi anlamalarına yardımcı olmak için öğretmenlerin derslerde öğrencileri için geniş öğrenme yelpazesi sunmaları ve değişik ispat yöntemlerini kullanmaları tavsiye edilmektedir. 
· Çalışma yapraklarının uygulanması sırasında yapılan gözlemlerde, öğrencilerin soruları bazen kısa süreli olsa da tek başlarına çözmeye çalıştıkları görülse de genel olarak soruları tek başlarına çözemediklerinden grup çalışmasına daha fazla önem verdikleri ve bu şekilde soruları daha kolay çözdükleri gözlenmiştir. Grup çalışmalarında öğrenciler yaptıkları çalışmalarla ilgili düşüncelerini, zihinlerinde oluşturdukları yeni kavramları, ilişkileri, genellemeleri arkadaşlarıyla tartışma, bilgilerini yeniden inşa etme, kendi stratejilerini kurma, varsayımda bulunma ve matematiksel bilgilerini tartışma gibi çeşitli imkanlar bulabilmektedirler. Bu nedenle okullarda matematiksel düşünmenin bileşenlerini geliştirmek için tasarlanan etkinliklerde grup çalışmasının kullanılması önerilmektedir.
· Bu çalışmadan elde edilen verilerin doğrular, çemberler ve çokgenlerle ilgili hazırlanan çalışma yapraklarıyla ve sınıf içinde yapılan gözlemlerle sınırlı olduğu unutulmamalıdır. Bu nedenle, matematiksel düşünmenin bileşenleriyle ilgili daha ayrıntılı verilere ulaşmak için benzer çalışmaların farklı örneklemler ve matematiğin diğer konuları için de yapılması ve verilerin klinik mülakatlarla desteklenmesi önerilmektedir.
· Sonuç olarak, yukarıda belirtilen tüm hususlar göz önüne alınarak, ilköğretimden üniversite düzeyine kadar öğrencilerde matematiksel düşünmenin tüm bileşenlerini ortaya çıkaracak ve geliştirecek materyallerin hazırlanması, uygulanması ve sonuçlarının bu ve diğer araştırmaların sonuçlarıyla karşılaştırılması önerilmektedir.
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