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9. Stnif Ogrencilerinin Rasyonel Sayilar Kiimesinin Yogunlugunu
Anlama Diizeyleri

9th Grade Students’ Understanding Levels of Density in the Set of
Rational Numbers
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Oz

Bu ¢alismanin amaci, 9. Smmif 6grencilerin rasyonel sayilar kiimesinin yogunlugu ile ilgili anlamalarim
belirlemektir. Arastirmamn katilimcilar: Ordu ilindeki bir lisede 6grenim goérmekte olan 25 dokuzuncu simf
ogrencisidir. Veriler Vamvakoussi ve Vosniadou'nun (2004) soru seti {izerinde klinik miilakatlar yapilarak
toplanmistir. Arastirmanin sonucunda 6grencilerin ¢ogunlugu icin, dogal sayilar kiimesi ile ilgili 6n bilgilerin,
rasyonel sayilar kiimesinin yogunlugunu anlamada engel teskil ettigi anlagilmistir. Bunun yaninda 6grencilerde
verilen bir aralikta yer alan sayilarmn, araligin sir degerleri ile aym gosterimde olmas1 gerektigi yoniinde
goriislerin hakim oldugu belirlenmistir.

Anahtar Sozciikler: rasyonel sayilar, yogunluk, kavramsal degisim.

Abstract

The aim of this study is to determine 9 grade students” understanding of density in the set of rational
numbers. The participants of this study are twenty five 9" grade students who are studying at a high school
in the city of Ordu. Data were collected by conducting clinical interviews with the question set which had been
presented by Vamvakoussi and Vosniadou (2004). As a result of the research, it was understood that for the
majority of students, prior knowledge of the natural numbers was an obstacle in understanding the density of the
set of rational numbers. In addition, it was determined that the idea of the numbers in a given interval should be
in the same representation with the endpoints of the interval was dominant for the students.
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9. Siif Ogrencilerinin Rasyonel Sayilar Kiimesinin Yogunlugunu Anlama Diizeyleri

Summary

Purpose

The set of rational numbers includes the set of natural numbers but the two sets have different
properties. Rational numbers are densely ordered, it means that between any two rational numbers,
there is always an intermediate one, and, therefore, infinitely many other ones. However the set of
natural numbers is discrete, that is the inequality a<b<a+1 fails where a, b natural numbers. So there
are finite (there is no if they are sequential) natural numbers between two natural numbers
Vamvakoussi and Vosniadou (2010). But the studies show that the students in primary, secondary and
also high school levels think that set of rational and real numbers are discrete as well as natural
numbers, and this is an obstacle to understand the density of the set of rational numbers (Aktas and
Cansiz-Aktas, 2012; Malara, 2001; Merenluoto and Lehtinen, 2004). As a result of the review of the
literature, it's determined that the studies particularly related to the density of rational numbers were
not performed adequately in Turkey. In this context the aim of the present study is to determine the
students' understanding of the density in the set of rational numbers.

Methods

In this study, case study, which is one of the descriptive research methods, was used. The
research was conducted in Ordu city, in the academic year of 2011-2012, at a school where the third
researcher’s lessons were being conducted. The sample consisted of 25 ninth grade students. The data
were collected with a set of questionnaires of Vamvakoussi and Vosniadou (2004) specifying how
many numbers there are in a given interval by conducting clinical interviews. For the data analysis,
the coding within the general framework was used (Strauss and Corbin, 1990).

Findings
The answers given by the students were evaluated by the following categories obtained from
the development of categories presented by Vamvakoussi and Vosniadou (2004).

Table 1.
Categories of Students’ Responses

Categories of

responses 0,001-0,01 3/8-5/8 0,005-0,006 5/8-8,5 2/5-4/7
Level 0 Examples which are not in the given interval
Discreteness Level 1~ Finite number of ~ Only one No other _
numbers >0
Discreteness Level 2 Finite number of ~ Only one Finite number of _

numbers >0 numbers >0

Discreteness Level 3 Finite number of  Finite number Finite number of

numbers >0 of numbers > 1 numbers >0

Discreteness - The “infinitely many” answer appears in some, but not in all cases.

Density

Density Level 1 Infinitely many Infinitely many  Infinitely many Infinitely many Infinitely many
(Need to turn the (Need to make
one into the them similar)
other’s form)

Density Level 2 Infinitely many Infinitely many  Infinitely many Infinitely many Infinitely many

(No need to turn
the one into the
other’s form)

(No need to make
them similar)
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Results

In the process of data analysis, it was pointed out that while deciding the numbers in the
given intervals the students had used expressions that could be divided into two different groups.
Therefore, the data analyses were performed separately for the two groups described below:

e Group 1: The students who considered that the type of the intermediate numbers in the
interval is the same as the endpoints of the interval.
Group la: Those who commented on the given representation
Group 1b: Those who commented after the “turn into” process

e Group 2: The students who considered that the type of the intermediate numbers in the
interval is independent from the endpoints of the interval.

Table 2.
Distribution of Students in the Levels
Categories of levels Group1 Group 2
Group 1a Group 1b
Level 0 59,512,518 S5
Discreteness Level 1 56-58-514-516-519-521-524 54-510-S15
Level 2 S11-522
Level 3 525
Discreteness-Density 517-520
Density Level 1 S7 51-523
Level 2 52-53-513

The findings of the study indicate that the majority of students (88%) are in Group 1. It means
the students considered that the type of the numbers between two rational numbers should have been
the same as the endpoints of the interval. When we look at the distribution of the students in Group 1,
it’s understood that almost half of the students (43.8%) in this group are in the level of “Discreteness
level 1”. As it was seen, the students in these levels answer questions by considering rational numbers
being successive like natural numbers. On the other hand, the findings show that students may regard
fractions and decimals as different kinds of numbers not as different representations of the same
number. For example it's determined that the students in Group la had considered fractions and
decimal as different kinds of numbers not as different representations of the rational numbers which
can be converted to each other. The answers of the students in Group 1b are thought to be more
interesting because although these students knew that fractions and decimals could be turned into
each other, and explained their ideas after changing the endpoints of the interval with their preferred
notations, they said there were only numbers expressed in the same notation with the endpoints of the
interval.

Conclusions

As a result of the research, it was shown that for the majority of students, prior knowledge of
the natural numbers was an obstacle in understanding the density in the set of rational numbers. In
addition, it was determined that the idea of “the numbers in the interval should be in the same
representation with the endpoints of the interval” was dominant for the students. This also showed
that students perceived the set of rational numbers as a union of sets that were not associated with
each other. The teachers who plan the teaching process have essential responsibilities in order to
overcome these shortcomings. In addition, instructional materials prepared in connection with this
subject should have activities to eliminate such misconceptions. As a result of studying on a small
sample, the results could not be generalized. Therefore, researchers in this area are suggested that they
should choose students with different levels and study on larger samples.
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Giris

Biitiin bilim dallarinin gelismesinde kaginilmaz bir sekilde kullanilan matematik en basit
tanmmu ile bir kimsenin, 6grenme siirecinde algilanmaya baslanan ilk kavramlardan olan sayilarla
ugrasmasidir (Balci, 2008). Yani bireyin matematik ile iliskisinin ilk olarak say1 kavramu ile basladigini
sOyleyebiliriz. Daha okula baslamadan ailesi, gevresi araciig1 ile sadece saymayla smirh islevi ile
sayilarla (dogal sayilarla) tanismaya baslayan ¢ocuk sonraki yillarda farkli say: kiimelerini taniyarak
bu kavramla iligkilerini gelistirmek durumunda kalmaktadir (Bastiirk ve Donmez, 2008). Bu siirecte
tamsay1, rasyonel sayi, irrasyonel sayi, reel sayr kavramlariyla karsilasmaktadir. Rasyonel sayilar
dogal sayilarin ve tamsayilarin 6zellikleri ile iliskilendirilebilmelerine ragmen, daha farkli ve karmasik
Ozellikler icermektedir. Bu farklilik ve karmasiklik da beraberinde bazi zorluklar: getirmektedir
(Durmus, 2005; Moss, 2005; Ni ve Zhou, 2005, Vamvakoussi ve Vosniadou, 2010). Milli Egitim
Bakanligi (MEB) tarafindan okutulan ders kitabinda rasyonel say1 “a,b tamsay1 b # 0 ve aralarinda
asal olmak {iizere % bi¢imindeki sayilara rasyonel sayilar denir” seklinde tanimlanmaktadir (MEB,

2007: 174). Ayrica her rasyonel saymnin bir devirli ondalik agilimi vardir. Rasyonel sayilar kiimesi
dogal sayilar kiimesini icermektedir ancak bu iki kiime birbirinden farkl 6zelliklere sahiptir. Rasyonel
sayilar kiimesi yogundur. Bu, birbirinden farkli herhangi iki rasyonel say1 arasinda daima bagka
rasyonel say1 (sonsuz tane) bulunur anlamimna gelmektedir. Buna karsilik dogal sayilar kiimesi ayriktir
yani a ve b dogal say1 olmak {izere a<b<a+l olamaz. Bu nedenle, herhangi iki dogal say1 arasinda
sonlu tane (ardisik olmalar1 durumunda 0 tane) dogal say1 vardir. Yapilan ¢alismalarda 6grenciler igin
rasyonel sayilar kiimesinin yogunlugunun anlasilmasimnin gii¢ oldugu ortaya koyulmustur (Aktas ve
Cansiz-Aktas, 2012; Hannula, Pehkonen, Maijala ve Soro, 2006; Giannakoulias, Souyoul ve
Zachariades, 2007; Merenluoto ve Lehtinen, 2002; Vamvakoussi ve Vosniadou, 2010; Vamvakoussi ve
digerleri, 2011).

Bir 0grencinin rasyonel sayilar kiimesinin yapismni anlayabilmesi i¢in, ayrikligin dogal sayilar
kiimesine ait bir 6zellik oldugunu ve rasyonel sayilar kiimesinde bu 6zelligin korunmadigini ayrica
rasyonel sayilarin kesir veya ondalik kesir gosterimleri oldugunu kavramasi gerekir (Vamvakoussi ve
Vosniadou, 2007). Ancak yapilan ¢alismalar, ilkogretim ve ortadgretim diizeyinde ve hatta yiiksek
ogretim diizeyindeki Ogrencilerin, dogal sayilar kiimesine ait olan bu ayriklik 6zelligini rasyonel
sayilara ve reel sayilara genislettiklerini ve bunun rasyonel sayilar kiimesinin yogunlugunu anlamada
onemli bir engel oldugunu gostermistir (Aktas ve Cansiz-Aktas, 2012; Malara, 2001; Merenluoto ve
Lehtinen, 2004). Bir kavramin bireyin zihninde olusmasi igin o kavrammn Ogretmen tarafindan
sunulmasi yeterli degildir. Kavramlar bireyin bulundugu sosyal ortam igerisinde etkilesimde
bulunmasma veya etraflarmda meydana gelen olaylar1 yorumlamalarina bagli olarak da
olusabilmektedir. Bu siire¢ bazen Ogrencilerin kavramlar1 yanlis yapilandirmalar: ile
sonuglanabilmekte ve olusan kavram yanilgilar: 6grencilerin sonraki 6grenmelerini olumsuz olarak
etkileyebilmektedir. Bu kavram yanilgilarinin giderilmesinin yolu, mevcut bilgilerin goézden
gecirilmesi ve bilimsel olarak dogru kabul edilmeyen bilgilerin dogrulariyla degistirilmesinden geger
ki bu siire¢ kavramsal degisim siirecidir (Chi ve Roscoe, 2002).

Bir kavramimn bagka bir kavrama doniisiirken nasil bir degisime ugradig: sorusu ile ilgili
olarak kavramsal degisim yaklasimmda kavramsal degisimin onceden var olan bilgiyle bagladig:
aciklamas: yapilmaktadir (Oguz, 2007). Bu yaklasimin onciilerinden olan Posner ve digerleri (1982:
212) “Bazen Ogrenciler, yeni olgularla basa ¢ikmak i¢in var olan kavramlari kullanirlar. Kavramsal
degisimin bu ilk asamasina 6ziimseme denir. Ancak ¢ogu zaman 6grencinin yeni olgular1 basarili bir
sekilde yakalamasinda, bu var olan kavramlar yetersiz kalir. Dolayisiyla 6grenci var olan kavramini
degistirmek ya da diizenlemek zorundadir. Kavramsal degisimim daha radikal olan bu asamasina
uyum denir” agiklamasini kullanmiglardir. Bu teori Piaget’in 6grenme teorisi ile Kuhn'un bilimsel
devrim (scientific revolution) tanimlamalar: tizerine kuruludur. Birey, eger mevcut kavramlar: islev
goriiyor ve karsilastig1 problemleri var olan kavram semast ile ¢oziilebiliyorsa, o kavrami degistirme
geregi hissetmez ancak eger yeni bilgi, bireyin sahip oldugu 6nceki bilgilerle uyumlu degilse biligsel
bir ¢atisma yasanir. Bu onu semanin temel taslar1 tizerinde degisiklik yaparak yeni bir sema
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olusturmaya yoneltir. Iste burada kavramsal degisim s6z konusudur. Sahip olunan ilk kavramin terk
edilmesi ve basarili bir kavramsal degisimin gerceklesmesi i¢in bireyin mevcut problem karsisinda
kendini yetersiz hissetmesi ve geliskiye diismesi gerekir. Ayrica yeni kavram anlagilabilir (bireyin
ogrenebilecegi kadar acik), akla yatkin ve verimli (problemleri ¢ozebilme potansiyeli olan) olmalidir
(Ozdemir ve Clark, 2007). Posner ve digerleri (1982) tarafindan ifade edilen 6ziimseme ve uyum
evreleri icin Vosniadou (1994) sirasiyla zenginlestirme (enrichment) ve degistirme (revision) kavramlarmi
kullanmistir. Ona gore kavramsal degisim, Ogrencilerin o6nceki bilgilerini zenginlestirmesi ve
degistirmesi yoluyla olusan, yavas ve kademeli bir siirectir. Burada zenginlestirme asamasmda var olan
kavramsal yapiya yeni bilgilerin eklenmesi, degistirme asamasinda ise diisiince ve varsayimlarda veya
teorinin yapisinda bir degisiklik olmas1 s6z konusudur.

Ogrencilerin fen grenmeleri esnasinda 1srarla tekrar eden kavram yanilgilarini agiklamak igin
gelistirilen kavramsal degisime teori nitelikli yaklasim (the framework theory approach to conceptual
change) matematik alaninda da son yillarda kullanilmaya baslanmistir (Vamvakoussi ve Vosniadou,
2007; Vamvakoussi ve Vosniadou, 2010; Vosniadou ve Verschaffel, 2004). Bu yaklasimda, say1
kavraminm gelisimi ile ilgili olarak Ogrencilerin rasyonel sayilar ile karsilasmadan once kendi
icerisinde tutarli say1 bilgileri oldugu varsayilir. Buna gore sayilar ile sayma islemi yapilir ve her
zaman son sayilan sayidan sonra bir ardisigi (o sayiya 1 ekleyerek) vardir. Ancak rasyonel sayilar
kiimesinin yapist bundan farklidir. Matematik 6grenme veya Ogretme ile ilgilenmekte olan herkes,
rasyonel sayilarin kavranmasimin &grenciler i¢in zor oldugunu bilir (Desmet, Gregoire ve Mussolin
2010). Matematik egitimi alaninda yapilan aragtirmalar, dgrencilerin dogal sayilar veya tamsayilar ile
ilgili mevcut bilgilerine rasyonel sayilar ile islem yaparken bagvurduklarini gostermektedir. Bu durum
hem islemsel hem de kavramsal anlamada kavram yanilgilari ile sonuglanmaktadir (Ni ve Zhou, 2005;
Thompson ve Offer, 2008). Ornegin, dogal sayilar kiimesinde gegerli olan carpma islemi ile sonucun
biiytimesi 6zelligini rasyonel sayilar kiimesine de genellemeleri, 6grencilerin dogal sayilar ile ilgili
sahip olduklar1 6n bilgilerinin bir sonucudur. Karsilagilan bu gibi durumlar, yeni bilginin 6grenilmesi
sirasinda onceden bilinenler ile biligsel ¢eliski yasandigini savunan kavramsal degisime teori nitelikli
yaklasima uygundur. Bu iddia bir¢ok ¢calismada (Desmet, Gregoire ve Mussolin 2010; Merenluoto ve
Lehtinen, 2002; Merenluoto ve Palonen, 2007; Stafylidou ve Vosniadou, 2004: Vamvakoussi ve
Vosniadou, 2004) dogal sayilarda gegerli olan 6zelliklerin tiimiiniin rasyonel ve reel sayilar kiimesinde
kullanilamayacagmmin farkma varilmasmm kavramsal degisim gerektirdigi belirtilerek de
desteklenmektedir.

Vamvakoussi ve Vosniadou (2010) kavramsal degisime teori nitelikli yaklasimda, kavramlarm
anlasilmasinda ilk anlamadan daha detayli anlamaya gegiste; 6grenenin onceki bilgileri ile ulagilmas:
hedeflenen bilgiler arasinda sentetik kavramlarin (synthetic concepts) dogdugunu ongoren bir gecis
stireci oldugunu ileri stirmektedirler. Bu sentetik kavramlarda dogal sayilar, kesirler ve ondalik
kesirler ile onlarin 6zellikleri rasyonel sayilar kiimesinin sahip oldugu ozelliklerden uzak olan bir
bakigta kiimelenmis olarak birlestirilir. Bu sentetik kavramlar kismen tutarli olabilir. Burada kismen
tutarlilik, siralama ile ilgili goriiglerin araligin sinir degerlerinin 6zel tiplerde olmasi durumunda
(dogal say1, kesir, ondalik kesir) tutarli oldugu, ancak diger durumlarda tutarli olmadig1 anlamina
gelmektedir. Dogal sayilar ile ilgili bakis agisindan rasyonel sayilar ile ilgili bakis acisma gegis,
kademeli ve zaman alicidir. Burada sentetik kavramlar, dgrencinin sayr kavrami ile ilgili ilk
algilamasindan bilimsel algilamaya gegiste koprii gorevi gormektedir. Iste bu sentetik kavramlarm
belirlenmesi, anlamanin ara basamaklar1 hakkinda sagladig bilgi agisindan kullanish olabilir. Ornegin
eger bir 6grenci, iki ondalik kesir arasinda sonsuz tane say1 olmasma ragmen iki kesir arasinda sonsuz
tane say1 olmadigimi diisiiniiyorsa, bu o 6grencinin ondalik kesirler ile kesirlere en azindan siralama
acisndan ayni yol ile davranmadigini gosterir. Zira bu durum o 6grencinin, kesirler ile ondalik
kesirleri ayn1 saymin birbirine doniistiiriilebilen gosterimi olarak degil de farkl tiirde sayilar olarak
gordiigii anlamimna gelmektedir.
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Rasyonel sayilar ile ilgili olarak Tiirkiye’de yiiriitiilen calismalarda (Alkan, 2009; Kocaoglu ve
Yenilmez, 2010; Pesen, 2007; Pesen, 2008; Soylu ve Soylu, 2005; Tezcan, 2003; Uslu, 2006; Yilmaz ve
Yenilmez, 2009) genellikle ilkogretim diizeyindeki ogrencilerin karsilastirma, siralama, say1
dogrusunda gosterme, dort islem yapma vb. konular ile ilgili kavram yanilgilarin veya hatalarin
belirlenmesine odaklanildig1 goriilmiistiir. Ayrica yine ilkdgretim diizeyindeki 6grencilerin kesirlerle
ilgili 6grenme diizeylerini ortaya ¢ikarmak (Dogan ve Yeniterzi, 2011) veya rasyonel sayilarin cebirsel,
geometrik model ve say1 dogrusu gosterim becerilerini kullanarak islem yapma becerilerini
karsilastirmak (Giirbiiz ve Birgin, 2008) amaciyla yiiriitiilmiis ¢calismalarla da karsilasilabilmektedir.
Yapilan literatiir taramas: sonucunda Tiirkiye’de 6zel olarak rasyonel sayilarin yogunlugu ile ilgili
yeterince ¢alismanin yiiriitiilmedigi, ancak 6grencilerin rasyonel sayilar ile ilgili hata veya kavram
yanilgilarini belirlemek amaciyla yiiriitiillen sinirli sayida ¢alismanin (Bell ve Baki, 1997; Bilgin ve
Akbayir, 2002) sonuglar1 arasinda 6grencilerin yogunluk ile ilgili kavram yanilgilarinin oldugunun
belirtildigi anlasilmistir. Uygulanmakta olan ortadgretim matematik 6gretim programi (MEB, 2005)
incelendiginde, rasyonel sayilar kiimesinin yogunlugu ile ilgili kazanimlara 9. Smif diizeyinde yer
verildigi goriilebilmektedir. Bu durumda lise 6grencilerin rasyonel sayilar kiimesinin yogun bir kiime
oldugunu bilmelerinin beklendigi anlasilmaktadir. Bu baglamda ogrencilerin rasyonel sayilar
kiimesinin yogunlugu ile ilgili anlamalarinin ne durumda oldugunun belirlenmesi gerekmektedir.
Ayrica Ogrencilerin rasyonel sayilar kiimesinin yapist ile ilgili anlamalarm tespit edilmesi, 0gretim
siirecinde dikkate alinmasi gereken faktorlerin belirlenmesi ve 6gretim materyallerinde konunun ele
alinis bigimine yon vermesi agisindan onemlidir. Bu baglamda arastirmanin amaci, 6grencilerin
rasyonel sayilar kiimesinin yogunlugu ile ilgili anlamalarini ortaya koymaktir. 56z konusu amag icin
Ogrencilerin verilen bir aralikta kag tane ve hangi tiirden say1 oldugu ile ilgili diisiinceleri ayrintili
olarak incelenmis ve asagidaki sorulara cevap aranmistir:

1. 9. Smif 6grencilerinin rasyonel sayilarin yogunlugu ile ilgili anlamalar: hangi diizeydedir?

2. 9. smif 6grencilerinin herhangi iki rasyonel say1 arasinda kag tane ve ne tiirde say1 oldugu ile
ilgili cevaplarini belirleyen etkenler var midir?

Yontem

Bu calismada betimsel arastirma yontemlerinden 6zel durum calismas: kullanilmigtir. Bu
yontem, genelleme amac: giidiilmeden iizerinde ¢alisilan konuyu ince ayrintilar: ile oldugu sekilde
tanimlama ve neden sonug iliskilerini ortaya koymaya olanak sagladigindan (Cepni 2007; Ekiz 2003)
tercih edilmistir.

Katilimcilar

Arastirma 2011-2012 Egitim-Ogretim yilinda, Ordu il merkezinde yer alan ve iigiincii
arastirmacinin derslerini yliriittiigii lisede yapilmistir. Calisma grubunu 25 dokuzuncu sinif 6grencisi
olusturmaktadir. Matematik dersindeki basarilar1 dikkate alindiginda orneklemde her diizeyde
Ogrencinin yer aldigi sdylenebilir. Arastirma etigi cercevesinde bu 6grenciler bulgularn sunumu
esnasinda O1, 02, O3, ..., 025 seklinde kodlanmuistir.

Veri Toplama Araglar

Arastirmada veri toplama araci olarak Vamvakoussi ve Vosniadou'nun (2004) soru seti ile
klinik miilakatlar kullanilmigtir. Ogrencilerin diisiincelerini derinlemesine incelemek amaciyla
yiiriitiilen klinik miilakatlarda, “neden”, “nasil” igerikli sorularla Ogrencilerin sahip olduklar:
kavramlar ve bu kavramlar arasindaki iligkileri ortaya ¢ikarma yoluyla biligsel beceriler belirlenmeye
calisilmistir. Her bir Ogrenci ile yapilan miilakat yaklasik 20 dakika siirmiistiir. Miilakatlar
ogrencilerin kendi smiflarinda ve ders saatlerinin disinda yiiriitiilmiistiir. Miilakatlar ses kayit cihazi
ile kaydedilmis ve sonra metne doniistiiriilmiistiir.

Verilerin Analizi

Bu arastirmada elde edilen veriler, betimsel analiz ve igerik analiz teknikleri kullanilarak
analiz edilmistir. Yildirrm ve Simsek’in (2005) de belirttigi gibi betimsel analizde Ozetlenen ve
yorumlanan verilerin igerik analizinde daha derin bir isleme tabi tutulmustur. Bu siiregte Strauss ve
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Corbin’in (1990) belirttigi kodlama cesitlerinden genel cerceve icinde yapilan kodlama kullanilmistir.
Bu kodlamada veri analizinden 6nce genel bir kavramsal yap1 vardir, analiz siirecinde bu kavramsal
yapiya gore kodlama yapilir, ancak ortaya ¢ikan yeni kodlar ilgili kisimlara dahil edilir. Calismada
Vamvakoussi ve Vosniadounun (2004) calismalarinda yer verdikleri smiflama (Tablo 3) veri
analizinden 6nce genel bir kavramsal yapi olarak alinmis, analiz siirecinde ortaya ¢ikan yeni durumlar
bu siniflamaya dahil edilmis veya eskileri ile degistirilmistir.

Tablo 3.
Vamvakoussi ve Vosniadou (2004) Tarafindan Kullamlan Kategoriler
Cevap
kategorileri 0,005-0,006 3/8-5/8 0,001-0,01 5/8-8,5 2/5-4/7
flkel ayriklik Bagka say1 yoktur.  Sadece 1tane say1  Sonlu sayida _ _
vardir. var(>=0)
Gelismis ayriklik  Sonlu sayida Sonlu sayida Sonlu sayida _ _
var(>0) var(>1) var(>=0)
Ayriklik- Sonsuz sayida cevabi bazi sorularda goriiliir fakat hepsinde degil.
yogunluk
flkel yogunluk Sonsuz sayida Sonsuz sayida Sonsuz sayida Sonsuz sayida Sonsuz sayida
say1 vardir. say1 vardir. say1 vardir. say1 vardir (Birini  say1 vardir
digeri cinsinden (Payda esitleyerek
ifade etme geregi karar verir).
duyar).
Sofistike Sonsuz sayida Sonsuz sayida Sonsuz sayida Sonsuz sayida Sonsuz sayida
yogunluk say1 vardir. say1 vardir. say1 vardir. say1 vardir (Birini  say1 vardir (Payda
digeri cinsinden esitlemeye gerek

ifade etme geregi duymaz).
duymaz).

Calisma grubundaki 6grencilerin cevaplarmnin Tablo 3’teki kategorilere gore analiz edilmesi
sonucu Tablo 4 olusturulmustur.

Tablo 4.

Ogrencilerin Vamvakoussi ve Vosniadou (2004) Tarafindan Kullamlan Kategorilere Gore Dagilimlar:
Diizeyler Oprenciler

Tlkel ayriklik 04-06-08-010-014-015-016-019-021-024
Gelismis Ayriklik 025

Ayriklik-yogunluk 017-020

Tlkel yogunluk 01-07-023

Sofistike yogunluk 02-03-013

Tablo 4’ten goriilecegi tizere orneklemde yer alan 25 6grencinin 6’s1 ((55,(59,(51 1,012,018,022)
ilgili olciitleri saglamamalar1 nedeniyle herhangi bir diizeye atanamamistir. Ogrencilerin cevaplari
incelendiginde iki ayr1 durumla karsilagilmistir. Miilakatlarda 6grencilerin aralikta kag¢ tane say1
oldugu yoniinde goriisleri alindiktan sonra bu sayilarin niteligi (ondalikli, kesirli vb.) ile ilgili olarak
diisiinceleri sorulmus ve agiklamalarini ornekler vererek yapmalar1 istenmistir. Bu siiregte, dort
dgrencinin (05,09,012,018) aralikta yer alan sayilara yanhs 6rnekler verdikleri belirlenmistir (birinci
durum). Asagida buna 6rnek bir miilakat alntis: verilmistir:

Aragtirmact : 0,001 ile 0,01 arasinda ka¢ say: var?

018 : 1 en biiyiigii olduguna gore 1 ile 100 arasindaki saylar, 0,02, 0,03 diye devam eder.
Sayilabilir bunlar. ..

Aragtirmact : 3/8 ile 5/8 arasinda kag tane sayr var?

018 4/8 var...3/8 ile 4/8 arasinda 3/9, 3/10 diye devam edebilir ve 4’ geldikten sonra da

4/8’den 5'e kadar...5’e gelince de 5'ten 8’e kadar... Bunlar da sayilabilir. ..

Bu nitelikteki cevaplari veren bu 6grencilerin en altta yer alacak yeni bir diizeye (0. Diizey)
atanmas1 uygun goriilmiistiir. Diger taraftan 011 ve O22nin 0,001-0,01, 3/8-5/8, 0,005-0,006
araliklarinda kag say1 oldugu sorusuna sirasiyla sonlu (ondalik sayi), bir (4/8) ve sonlu (ondalik say1)
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cevabimu verdikleri belirlenmistir (ikinci durum). Bu cevaplar goriildiigii gibi Tablo 3'te agiklanan
kategorilerin hicbiri ile uyum saglamamaktadir. Bunun nedeni 3/8-5/8 arasmndaki sayilara “sonlu tane
vardir” cevabi yerine “bir tane vardir” cevabinin verilmesidir (Bkz. Tablo 3). Bu durum ile birden ¢ok
kez karsilasildigindan bu cevabi karsilayacak yeni bir diizeyin ortaya konmasma karar verilmistir. Bu
nedenle yukarida verilen ilk iki diizey (ilkel ayriklik-gelismis ayriklik) arasma bir gecis diizeyi
eklenmistir. Veriler Tablo 5'te yer verilen kategorilere gore birinci arastirmaci tarafindan farkl
zamanlarda kodlanmis ve bu islem sonucunda o6grencilerin belirlenen kategorileri ayni sekilde
yerlestirildigi goriilmistiir. Diger taraftan her diizey icin, bir 6rnek 6grencinin verdigi cevaplar iceren
miilakatlar dogrudan alint1 yoluyla okuyucuya sunulmustur.

Tablo 5.
Geligtirilen Kategoriler

Cevap

kategorileri 0,001-0,01 3/8-5/8 0,005-0,006 5/8-8,5 2/5-4/7

Diizey 0 Verilen aralikta olmayan &rnekler verme

Ayriklik Sonlu sayida var(>0) Sadece 1 tane say1 Bagka say1 yoktur. _ _

Diizey 1 vardir.

Ayriklik Sonlu sayida var(>0) Sadece 1 tane say1 Sonlu sayida var(>0) _ _

Diizey 2 vardir.

Ayriklik Sonlu sayida var(>0) Sonlu sayida var(>1)  Sonlu sayida var(>0) _ _

Diizey 3

Ayriklik- Sonsuz sayida cevabi bazi sorularda goriiliir fakat hepsinde degil.

yogunluk

Yogunluk Sonsuz sayida say1 Sonsuz sayida Sonsuz sayida say1 Sonsuz sayida Sonsuz sayida

Diizey 1 vardir. say1 vardir. vardir. say1 vardir say1 vardir
(Birini digeri (Payda
cinsinden ifade esitleyerek karar
etme geregi verir).
duyar).

Yogunluk Sonsuz sayida say1 Sonsuz sayida Sonsuz sayida say1 Sonsuz sayida Sonsuz sayida

Diizey 2 vardir. say1 vardir. vardir. say1 vardir say1 vardir
(Birini digeri (Payda
cinsinden ifade esitlemeye gerek
etme geregi duymaz).
duymaz).

Bulgular

Elde edilen verilerin Tablo 5'te yer verilen kategorilere kodlanmas: yoluyla Tablo 6 elde
edilmistir.

Tablo 6.
Osrencilerin Gelistirilen Kategorilere Gére Dagilimlar
Diizey kategorileri Ogrenciler (N=25) f %
Diizey 0 05,00,012,018 4 16
Ayriklik Diizey 1 04-06-08-010-014-015-016-019-021-024 10 40
Diizey 2 01-022 2 8
Diizey 3 025 1 4
Ayriklik-yogunluk 017-620 2 8
Yogunluk Diizey 1 01-07-023 3 12
Diizey 2 02-03-013 3 12

Tablo 6 incelediginde 4 6grencinin (%16) verilen araliklarda olmayan Ornekler vermeleri
nedeniyle Diizey 0’a, 13 6grencinin (%52) ayriklik ile ilgili diizeylere, 2 6grencinin (%8) ayriklik-
yogunluk diizeyine ve 6 6grencinin (%24) yogunluk ile ilgili diizeylere atandig1 goriilmektedir. Bu
bulgular 6grencilerin yarisindan fazlasmin rasyonel sayilar kiimesinin dogal sayilar kiimesinin sahip
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oldugu ayriklik 6zelligine sahip oldugunu diisiindiigiinti gostermektedir. Buna karsmn birbirinden
farkli herhangi iki rasyonel say1 arasinda gosterim sekli nasil olursa olsun daima sonsuz rasyonel say1
oldugunu belirten (Yogunluk 2. diizey) 3 6grencinin (%12) oldugu anlasilmaktadir. Yogunluk 1.
diizeyde yer alan 3 6grenci (%12) ise birbirinden farkli herhangi iki rasyonel say1 arasmda sonsuz tane
rasyonel say1 oldugunu ancak farkli gosterimde verilen rasyonel sayilar1 birbirine doniistiirerek (5/8-
8,5 Ornegi) veya payda esitleyerek (2/5-4/7) karar veren Ogrencilerdir. Bu 6grenciler ayni zamanda
aralikta yer alan sonsuz tane saymn aralifin smur degerleri ile ayn1 gosterimde olmasi gerektigini
diisiinen 6grencilerdir. Diger taraftan ayriklik-yogunluk diizeyinde 3 6grenci (%12) yer almaktadir.
Bu 6grenciler ise baz1 durumlarda verilen iki rasyonel say1 arasinda sonsuz rasyonel say1 oldugunu
diistinmektedir. Ornegin iki ondalik kesir arasinda sonsuz buna karsilik iki kesir arasinda sonlu tane
say1 oldugunu diisiinen 6grenciler bu diizeye atanmislardir.

Verilerin analizi slirecinde 6grencilerin verilen araliktaki sayilara karar verirken iki farklh
gruba ayrilabilecek nitelikte ifadelerde bulunduklar: dikkat cekmistir. Bu nedenle elde edilen bulgular
asagida agiklanan bu iki grup i¢in ayr1 ayr1 sunulmustur.

e Grup 1: Aralikta yer alan sayilara aralign sir degerleri ile ayni tipte olmas1 gerektigini
diisiinen 6grenciler
Grupla: Verilen gosterim iizerinde yorum yapanlar
Gruplb: Doniistiirme isleminden sonra yorum yapanlar

e Grup 2: Aralikta yer alan sayilarin araligin smir degerlerinden bagimsiz oldugunu diisiinen
Ogrenciler

Tablo 7’de 6grencilerin verdikleri cevaplarin dagilimi verilmektedir:

Tablo 7.
Ogrencilerin Verdigi Cevaplarim Dagilimi
Araliklar Kodlar Grupl Grup 2
Grupla Gruplb
0,001-0,01 Aralikta olmayan 6rnek verme 012 05
Sonlu sayida say1 vardir 06-08-09-014-016-018- 04-010-015
019-021-022-024-025
Sonsuz sayida vardir. 07-017-020 01-023 02-03-013
3/8-5/8 Aralikta olmayan 6rnek verme 09-018
Yalniz bir tane vardr. 06-08-011-016-017-019- 04-010-015
020-021-022-024
4/8e denk sonsuz tane vardir. O14
Sonlu sayida vardir(birden ¢ok) 025
Sonsuz tane vardir. o7 01-05-023 02-03-013
0,005-0,006  Baska say1 yoktur. 06-08-012-014-016-018- 04-010-015
019-020-021-024
Sonlu sayida say1 vardir. 09-011-022-025
Sonsuz sayida vardur. 07-017 01-05-023 02-03-013
5/8-8,5 Sonsuz tane vardir(doniistiirerek) o7 023
Sonsuz tane vardir(doniistiirmeden) 02-03-013
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Tablo 7’den Grup la'nin 16 &grenciden (O6-07-08-09-011-012-014-016-017-018-019-020-
021-022-024-025), Grup 1b'nin 6 dgrenciden (O1-04-05-010-015-023) ve Grup 2'nin 3 6grenciden
(02-07-013) olustugu anlagilmaktadir. Bu veriler grencilerin gogunlugunun (%88) birinci grupta yer
aldigmni  gostermektedir. Ogrencilerin belirlenen diizeyler atanmasi sonucu ise Tablo 8
olusturulmustur.

Tablo 8.
Grup 1 ve Grup 2'deki Ogrencilerin Gelistirilen Diizeylere Dagilim
Diizey kategorileri Grup1 Grup 2
Grup la Grup 1b
Diizey 0 09,012,018 05
Ayrikhk Diizey 1 06-08-014-016-019-021-024 04-010-015
Diizey 2 011-022
Diizey 3 025
Ayriklik-yogunluk 017-020
Yogunluk Diizey 1 o7 01-023
Diizey 2 02-03-013

Tablo 8'den Grup 1a’da yer alan 6grencilerin tiimiiniin son diizey hari¢ tiim diizeylere, Grup
2’de yer alan Ogrencilerin tiimiiniin ise son diizeye (Yogunluk Diizey 2) atandig1 anlasiimaktadir.
Diger taraftan Gruplb’deki oOgrencilerin farkli diizeylerde yer alabilecek cevaplar verdikleri
goriilmektedir.

Grup 1'de yer alan 6grenciler, verilen herhangi iki rasyonel say1 arasinda yer alan sayilarin
araligin sinir degerleri ile ayn1 gosterimde olmasi gerektigi yoniinde diisiincelere sahiptir. Grup 1la'y1
ise verilen araliktaki sayilar ile ilgili yorum yaparken aralign smir degerleri i¢in herhangi bir
doniistiirme iglemi yapmadan diisiincelerini agiklayan ogrenciler olusturmaktadir. Ornegin bir
ogrenci 0,001-0,01 arasindaki sayilar i¢in araligin smir degerlerine herhangi bir miidahale etmeden
(kesirli sayrya g¢evirmeden) oldugu haliyle diisiincelerini agiklamigsa ve aralikta yalnizca ondalik
sayllarin oldugunu belirtmisse bu gruba dahil edilmistir. Grup la’yr olusturan &grencilerin
cevaplarinin Tablo 5'te verilen Olciitlere gore analiz edilmesi sonucunda, asagida verilen dogrudan
alintilardan da anlasilacag: iizere, dogru siralamayr bilmemeleri veya rasyonel sayilar kiimesinin
ayrik oldugunu isaret eden yorumlar yapmalari nedeniyle diizey 0 veya ayriklik diizeylerinden
birinde olduklarma karar verilmistir.

Diizey 0’da rasyonel sayilarin dogru siralamasini bilmemeleri nedeniyle verilen araliktaki
sayilara yanhs ornekler veren 6grenciler yer almaktadir. Asagida bu diizeyde yer alan O9 kodlu
0grenci ile yapilan miilakat alintisina yer verilmektedir:

Arastirmac : 3/8 ile 5/8 sayilart arasinda kag tane say: var?

09 : 8/2 degerinde bir say1 var...

Aragtirmact : 3/8 ile 5/8 arasinda?

09 : (paydalarin esitligini kontrol ettikten sonra)...2/8, -2/8
Aragtirmact : Bir tek o mu var?

09 :-1/8 devar...

Aragtirmact :Kag tanedir bunlar?

09 : Simrly syidadar. ..

Yukarida yer verilen miilakat alintismdan da anlagilacag: iizere O9, 3/8 ile 5/8 arasinda yer alan
sayilar1 belirlemek i¢in 3/8'den 5/8'i ¢ikararak -2/8 yanitin1 vermistir. Bu yanit 6grencinin dogru
siralamay1 bilmedigini gostermektedir.

Ayrikhik Diizeyinde dogal sayilarin sahip oldugu ayriklik ozelli§ini rasyonel sayilara da
genelleyen ogrenciler yer almaktadir. Igerik analizi siirecinde, verilen cevaplara gore bu diizeyin
asagida miilakat alintilar1 ile betimlenen {ig alt diizeye ayrilmasina karar verilmistir.
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Ayriklik Diizey 1’de yer alan 6grenciler verilen rasyonel sayilar1 dogal sayilar gibi ardigik
diisiinen 6grencilerdir. Ornegin 0,005 ile 0,006 ondalik sayilar1 bu 6grencilere gére ardigiktir. Bu
nedenle bu iki ondalik say1 arasinda bagka saymin olmadig1 yoniinde goriisler tasimaktadirlar. Benzer
sekilde bu Ogrenciler 3/8 ile 5/8 arasinda yalnizca 4/8'in oldugunu diisiinmektedirler. Ondalik
kisminin basamak sayisi esit olmayan iki ondalik sayinin arasmnda (0,001-0,01 gibi) benzer diisiince ile
sonlu sayida ve yine ondalik olan sayilar oldugunu diisiinmektedirler. Asagida bu diizeyde yer alan
019 kodlu &grenci ile yapilan miilakat alintisina yer verilmektedir:

Arastirmaci :0,001 ile 0,01 arasinda kag say1 var? Ornekle aciklar misin?
019 : 0,001- 0,002-0,003 boyle gider...

Arastirmaci :Kaga kadar gider?

019 :0,009’a kadar.

Arastirmaci : 3/8 ile 5/8 arasinda?

019 .1 tane var, 4/8

Arastirmaci : Peki 0,005 ile 0,006 arasinda?

019 : Orda yok...

Ayriklik Diizey 2'de yer alan Ogrenciler bir onceki diizeydeki ogrencilerden 0,005-0,006

arasindaki sayilar ile ilgili verdikleri cevaplar nedeniyle ayrilmaktadir. Bu 6grenciler bu iki say1

arasinda sonlu sayida say1 oldugunu diisiinmektedirler. Asagida bu diizeyde yer alan O11 kodlu

Ogrenci ile yapilan miilakat alintisina yer verilmektedir:

Aragtirmact : 0,001 ile 0,01 arasinda kag¢ say1 var? Ornekle agiklar misin?
O11 : Cok vardir...0,0011 mesela. ..

Arastirmact : Bunlari sayabilir miyiz?

011 : Sayilabilirler...0,0099 e kadar

Aragtirmact : 3/8 ile 5/8 arasinda?

011 : Cok vardir herhalde, ya da iki tane, 4/8 ile... 1 tane varms, 4/8
Aragtirmaci : Peki 0,005 ile 0,006 arasinda?

011 :Vardr...

Arastirmaci : Bir 6rnek verir misin?

011 10,0051

Aragtirmact : Onlar ne kadardir?

011 : Bu ikisi arasinda 9 tane var...

Ayriklik Diizey 3’te yer alan 0grenciler bir 6nceki diizeydeki 6grencilerden 3/8-5/8 arasindaki

sayilar ile ilgili verdikleri cevaplar nedeniyle ayrilmaktadir. Bu diizeyde yalniz bir &grenci yer
almaktadir. Bu 6grenci bu iki say1 arasinda sonlu sayida say1 oldugunu diisiinmektedir. Asagida bu
diizeyde yer alan O25 kodlu &grenci ile yapilan miilakat alintisma yer verilmektedir:

Aragtirmact : 0,001 ile 0,01 arasinda kag say: var?

025 : Bu binde bir, bu yiizde 1, arada 100 ile 1000 arasindaki kadar say: vardir...
Arastirmac : Bunlar nasil smyilardir?

025 £ 0,002, 0,003...0ndalik sayilardar...

Aragtirmact : 3/8 ile 5/8 arasinda?

025 : 4/8 vardir...3,1/8 - 3,2/8 vardir... Bu boyle gider...

Aragtirmact : Ne kadar?

025 20 tane...

Arastirmaci : Peki 0,005 ile 0,006 arasinda?

025 : 10 tane var...0,0051-0,0052... Boyle gider...
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Ayriklik-Yogunluk Diizeyindeki Ogrenciler birbirinden farkli olarak verilen herhangi iki
rasyonel say1 arasinda yalmiz bazi durumlarda sonsuz tane say1 oldugu diisiinen &grencilerdir.
Yapilan analiz esnasinda bu nitelikte cevap veren iki 6grenci oldugu belirlenmistir. Asagida bu
diizeyde yer alan O20 kodlu 6grenci ile yapilan miilakat alintisina yer verilmektedir:

Arastirmaci : 0,001 ile 0,01 arasinda kag¢ say: var?

020 : Vardir... Sonsuz...0,008-0,009 gibi mesela. ..
Arastirmact : Bunlar nasil sayilardir?

020 : Virgiillii...

Arastirmaci : 3/8 ile 5/8 arasinda?

020 : 4/8 vardir... Baska yok...

Arastirmaci : Peki 0,005 ile 0,006 arasinda?

020 : Onda yok...

Diger 6grenci (O17) ise O20'den farkh olarak 0,005-0,006 sayilari arasinda sonsuz tane say1
bulunabildigini ifade etmistir. Bu 6grencilerin cevaplar1 incelendiginde her ikisinin de 3/8 ile 5/8
arasinda yalnizca 4/8 sayisinin oldugunu belirtmelerine ragmen, sinir degerleri ondalik kesirler olan
araliklardan en az birinde arada farkli gosterimlerde de olabilecek sonsuz tane say1 oldugunu
dustindiikleri anlagilmigtir.

Yogunluk Diizey 1'deki 6grenciler birbirinden farkli olarak verilen herhangi iki rasyonel say1
arasinda sonsuz tane ve ancak araligin smir degerleri ile ayn1 gosterimde olan sayilar oldugunu ifade
eden 6grencilerdir. Ayrica bu 6grenciler ilk {i¢ soruya sonsuz cevabini vermeleri nedeniyle sorulan ek
sorularda, diisiincelerini ancak araligin sinir degerlerinden birini digerine doniistiirdiikten (5/8-8,5
Ornegi) veya paydalar1 esit olmayan kesirlerin (2/5-4/7) paydalarimi esitledikten sonra
aciklayabilmiglerdir. Asagida bu diizeyde yer alan O7 kodlu 6grenci ile yapilan miilakat alintisina yer
verilmektedir:

Aragtirmact : 0,001 ile 0,01 arasinda kag say1 var?

07 : Sonsuz tane var...

Aragtirmaci : Ornekler verebilir misin?

O7 0,002, 0,003, ...0,009. Sonsuz sayida degil ashinda... Ya 9 ya da 10 tane...

Arastirmaci : Az once sonsuz tane demigtin?

07 : Aslinda sonsuz olmasi lazum da Ornek verince... Ciinkii arada virgiillii sayilar, devirli
sayilar var... Arasinda bir siirii say1 var aslinda ama Ornek veremedigim icin. ..

Arastirmaci : 3/8 ile 5/8 arasinda kac tane var?

07 : Sonsuz sayida... Bunu sekize boliinen bir pastamn iicii gibi diisiiniirsek, ¢ok kiiciik bir
parca daha veririz, ¢ok kiiciik bir parca daha sonsuz sayida verebiliriz.

Aragtirmact : 0,005 ile 0,006 arasinda kag tane say: var?

07 : Onda da aym sekilde sonsuz tane var...

Arastirmac : 518 ile 8,5 arasinda peki?

07 : 5/8... yaridan biraz fazla... Evet, burada da ayni... Sonsuz tane vardir.

Aragtirmact : 2/5ile 4/7 arasinda?

07 : Payda esitlersek... 14/35-20/35 arasinda sonsuz sayida vardir. ..

Elde edilen bulgular Grup la’da yer alan 6grencilerin en iist diizey olan Yogunluk Diizey 2
harig tiim diizeylere dagildigin1 gostermektedir. Bu veriler bir aralikta yer alan sayilarmn araligmn smir
degerleri ile ayn1 gosterimde olmasi gerektigini diisiinen 6grencilerin, rasyonel sayilar kiimesi ile ilgili
farkli anlamalarmin oldugunu ifade etmektedir.

Grup 1b’yi verilen bir aralikta yer alan sayilar ile ilgili yorum yaparken verilen gosterim
tizerinde diisiinerek degil birtakim doniistiirmeler yaptiktan sonra diistincelerini agiklayan 6grenciler
olusturmaktadir. Ornegin bir dgrenci 0,001-0,01 arasindaki sayilar igin goriiglerini agiklarken bunlar
1/1000-1/100 sekline doniistiirdiikten sonra karar vermis ve aralikta yalnizca kesirli sayilarmn
oldugunu belirtmisse bu gruba dahil edilmistir (6grencinin 3/8-5/8 arasmndaki sayilara karar verirken
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bunlar1 ondalik hale déniistiirmesi durumunda, araliktaki sayilarin yalnizca ondalik sayilar oldugunu
belirtmesi de benzer sekilde bu grupta degerlendirilmistir). Bu grubu olusturan Ogrencilerin
cevaplarinin Tablo 5'te verilen Olgiitlere gore analiz edilmesi sonucunda, bu Ogrencilerin farkh
diizeylere dagilm gosterdikleri belirlenmistir. Ornegin O5, 0,001-0,01 arasindaki sayilar ile ilgili
yorum yaparken oncelikle bunlar1 1/1000 ve 1/100 olarak bi¢imine doniistiirmiis ve fikrini “sonsuz tane
vardir... Onu bolersin, bolersin 5/10-6/12-7/13 dyle dyle gider” seklinde aralikta olmayan sayilara 6rnekler
vererek agikladig1 icin Diizey 0’a dahil edilmigtir. O4, O10 ve O15 ise yine ayni sekilde 0,001-0,01
gosterimini 1/1000-1/100 sekline doniistiirdiikten sonra arada sonlu sayida kesirli say1 (1/999-1/998
gibi) oldugunu belirtmislerdir. Bunun yaninda 3/8-5/8 arasindaki sayilar i¢in aralign sir
degerlerinde herhangi bir doniisiim yapmadan yalnizca 4/8 oldugunu ve 0,005-0,006 arasindaki
sayilar i¢in ise 5/1000-6/1000 doniisiimiinii yaptiktan sonra arada baska say1 olmadigini belirtmeleri
nedeniyle bu 6grenciler Ayriklik Diizey 1’dedegerlendirilmistir.

Diger taraftan 01, 0,001-0,01, 3/8-5/8 arasinda ondalik kesire cevirdikten sonra ve 0,005-0,006
arasinda sonsuz tane ondalik kesir oldugunu belirtmistir. Tiim sorular igin sonsuz cevabmnin alinmasi
nedeniyle sorulan ek sorularda ise (6rnegin 5/8-8,5) yine doniistiirme islemi yaparak karar verdigi igin
bu 6grenci Yogunluk Diizey 1’de degerlendirilmistir. O23 ise 0,001-0,01 arasinda 1/1000-1/100 seklinde
dontistirdiikten sonra, 3/8-4/8 ve 0,005-0,006 arasinda 5/1000-6/1000 sekline donitistiirdiikten sonra
sonsuz tane kesirli say1 oldugunu belirtmistir. Ek soruda ise (2/5-4/7) kararmi payda esitledikten sonra
aynt yonde verdigi icin bu 0grenci de benzer sekilde Yogunluk Diizey 1'de degerlendirilmistir.
Goriildiigii gibi Grup 1b’deki 6grenciler, verilen araliklarin sinir degerlerini kendi belirledikleri bir
gosterime cevirdikten sonra arada yine aym tiirden sayilar oldugunu ifade etmekte yani kesir ve
ondalik kesirlerin rasyonel sayilarin farkli gosterim sekilleri olduklarini goz ardi etmektedir.

Yapilan miilakatlarda bir grup 6grencinin verilen herhangi iki rasyonel say1 arasinda yer alan
sayllarin, araligin sinir noktalarindan bagimsiz olarak farkli gosterimlerde de olabilecegi yoniinde
diisiincelere sahip oldugu anlagilmistir. Grup 2’yi olusturan bu 6grencilerin cevaplarmnin Tablo 5'te
verilen Olgiitlere gore analiz edilmesi sonucunda, bu 6grencilerin Yogunluk Diizey 2’de olduklar
belirlenmistir. Yogunluk Diizey 2'deki dgrenciler gosterim sekli nasil olursa olsun birbirinden farkl
olarak verilen iki rasyonel say1 arasinda sonsuz tane say1 oldugunu belirten 6grencilerdir. Dolayisiyla
bu 6grenciler bir dnceki diizeydeki 6grenciler gibi birbirine doniistiirme veya payda esitleme geregi
duymadan aralikta sonsuz tane ve her tiirden say1 oldugu yoniindeki diisiincelerini agiklamiglardir.
Asagida bu diizeyde yer alan O13 kodlu 6grenci ile yapilan miilakat alintisina yer verilmektedir:

Arastirmaci : 0,001 ile 0,01 arasinda kag say1 var?

013 : 10 tane var... Ne 10'u? 1000 tane var...

Arastirmaci : 3/8 ile 5/8 arasinda kac tane var?

013 : Baya vardir... Bunlarin arasinda kesirler de vardir... Virgiilliiler de. ..
Arastirmact : Kag tanedirler?

013 : Tahmin edemem gimdi, yazsam da bulamam...

Aragtirmaci : Bulabilecek biri var midir?

013 : Bence yoktur... O zaman az éncekinde de sonsuz tane var...
Aragtirmact : Ornek verebilir misin?

013 : 3,2/8- 3,002/8

Aragtirmact : 0,005 ile 0,006 arasinda kag tane sayr var?

013 : Yine reel sayilar var...

Aragtirmact : Kag tane?

013 : Tahmin edemem. ..

Arastirmac : 5/8 ile 8,5 arasinda peki?

013 : Aymi sey oluyor... Kag tane dogal say: var denirse soylerim... Reel sayilari tahmin

edemem coklar...
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Tartisma

Ogrencilerin rasyonel sayilar kiimesinin yogunlugu ile ilgili anlamalarini ortaya koymak
amaciyla yiiriitiilen bu arastirmadan elde edilen bulgular, daha 6nce yiiriitiilmiis pek ¢ok calismada
oldugu gibi dogal sayilar kiimesine 0zgii olan ayriklik Ozelliginin rasyonel sayilar kiimesinin
yogunlugunu anlamada engel teskil ettigini ortaya koymaktadir (Aktas ve Cansiz-Aktas, 2012;
Malara, 2001; Merenluoto ve Lehtinen, 2004; Vamvakoussi ve Vosniadou, 2007). Nitekim arastirmadan
elde edilen veriler, 6grencilerin biiyiik ¢ogunlugunun (%88) Grup 1'de yer aldigini gostermektedir.
Bu, 6grencilerin herhangi iki rasyonel say1 arasinda yer alan sayilarin mutlaka araligin sinir degerleri
ile aym1 gosterimde olan sayillar olmasi gerektigi yoniinde diisiinceler tasidiklar1 anlamma
gelmektedir. Grup 1'de yer alan 6grencilerin diizeylere dagilimma bakildiginda ise bu grupta yer alan
Ogrencilerin %43.8'inin Ayriklik Diizey 1'de yer aldig anlasilmaktadir. Bu, sozii edilen 6grencilerin
0,001-0,01 arasinda sonlu tane, 3/8-5/8 arasinda 1 tane (4/8) say1 oldugu ve 0,005-0,006 arasinda ise
herhangi bir say1 olmadig1 yoniinde cevaplar verdikleri anlamma gelmektedir. Ayriklik Diizey 2'de
yer alan 6grenciler ise bir dnceki diizey 6grencilerinden 0,005-0,006 arasinda sonlu tane say1 oldugunu
belirtmeleri nedeniyle ayrilmaktadir. Bu ogrenciler burada 0,0051-0,0052...seklinde bir ondalik
basamak ekleyebileceklerini belirtmisler ancak bu isleme bir (0,00511-0,00512...) veya daha fazla
(0,005111-0,00512...gibi) basamak ekleyebilecekleri yoniinde goriis belirtmemislerdir. Vamvakoussi ve
Vosniadou (2004) de ayni bulguya ulastigini ifade etmektedir. Ayriklik Diizey 3 6grencileri ise bir
Onceki diizey Ogrencilerinden 3/8-5/8 arasinda sonlu tane sayr oldugunu belirtmeleri nedeniyle
ayrilmaktadir. Goriildiigii gibi bu diizeylerde yer alan Sgrenciler sorulara dogal sayilar kiimesinin
ardisiklik 6zelligini kullanarak cevap vermektedirler. Zira Baki (2006) da 0grencilerin ondalik kesir
sayilarini dogal sayilar gibi ardisik diisiinmeleri nedeniyle verilen iki yakin ondalik kesir arasinda
sonsuz sayida ondalik kesir yazilabilecegini fark edemediklerini belirtmektedir. Ayn1 husus yine pek
¢ok calismada dile getirilmistir (Moss, 2005; Ni ve Zhou, 2005; Smith vd. 2005; akt:Vamvakoussi,
Christou, Mertens ve Van Dooren, 2011). Gergekten bu ¢alismada da ayriklik ile ilgili diizeylerde yer
alan 6grencilerin -ki bu 6grenciler bu ¢alismada ¢ogunlugu olusturmaktadir- benzer diisiinceler icinde
olduklarmi soyleyebiliriz. Birinci grubun diger diizeylerindeki &grenciler ise, verilen aralikta ancak
araligin smir degerleri ile ayni gosterimde olan sonsuz tane sayr oldugu yoniinde goriis
belirtmislerdir.

Arastirmada elde edilen bir diger dikkat ¢ekici bulgu 3/8 ile 5/8 asasinda sonsuz tane kesir
oldugunu belirtilirken 4/8, 8/16... kesirlerinin 6rnekler olarak gosterilmesidir. Yani birbirine esit olan
bu kesirler farkl: sayilar olarak algilanmaktadir. Mitchell (2005, akt: Vamvakoussi ve Vosniadou, 2010)
ve Vamvakoussive Vosniadou (2004) tarafindan yliriitiillen c¢alismalarda da benzer durumla
karsilasildig belirtilmektedir.

Ogrenciler kesir ve ondalik kesirleri ayn1 saymnin birbirine doniistiiriilebilen farkli gdsterimleri
olarak degil, farkl tiirden sayilar olarak gorebilmektedirler (O’Connor, 2001). Bu aragtirmadan elde
edilen bulgular da ayn1 noktay: isaret etmektedir. Grup la’daki 6grencilerin 6rnegin ondalik kesirler
ile kesirlerin rasyonel sayilarin birbirine doniistiiriilebilen farkl gosterimleri olarak degil de farkli say1
kiimeleri olarak algilandiklar: belirlenmistir. Grup 1b’deki 6grencilerin cevaplarmnin daha ilgi cekici
oldugu diisiiniilmektedir. Zira bu 0Ogrenciler, kesirler ile ondalk kesirlerin birbirlerine
doniistiiriilebildigini bilmelerine ve diisiincelerini araligin sinir degerlerini kendi tercih ettikleri bir
tiire degistirdikten sonra agiklamalarma ragmen aralikta yalniz araligin smir degerleri ile aymu
gosterimde olan sayilarin bulundugunu belirtmislerdir. Elde edilen bu bulgular, 6grencilerin iki kesir
arasinda ondalik Kkesirlerin yer aldigim1 kabul etmede goniilsiiz olduklar1 sonucuna varan
Vamvakoussi ve Vosniadounun (2010) c¢alismasmin sonuglar: ile ayni1 noktay: isaret etmektedir.
Ogrenciler tarafindan ileri siiriilen bu nitelikteki goriisler Vamvakoussi ve Vosniadou (2007) ve
Vamvakoussi ve Vosniadou (2010) tarafindan belirtilen sentetik modeller olarak yorumlanabilir.
émegin 0,005 ile 0,006 arasndaki sayilarin yalniz 0,0051, 0,0052, ...0,059, 0,006 oldugunun ifade
edilmesi 6grencilerin dogal sayilarin sahip oldugu 6zellikleri korudugu yoniinde diisiincelere sahip
olduklarmi gostermektedir. Benzer sekilde iki ondalik kesir arasmnda sonsuz tane ondalik kesir
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oldugunun belirtilip iki kesir arasinda sonlu tane oldugunun one siiriilmesi, 6grencilerin rasyonel
sayllar kiimesinin yapismin araliklarin sinir degerlerinin sembolik gosterimlerine gore degisiklik
gosterdigi yoniinde diisiinceleri oldugunu ifade etmektedir. O halde elde edilen bu bulgularmn
ogrencilerin cevaplarmin araligin simir degerlerine gore sekillendigini belirten arastirmalarm sonuglar:
ile ortiistiiglinii soOyleyebiliriz (Aktas ve Cansiz-Aktas, 2012; Vamvakoussi ve Vosniadou, 2007;
Vamvakoussi ve Vosniadou, 2010; Vamvakoussi, Christou, Mertens ve Van Dooren, 2011). Matematik
O0gretim programinda (MEB, 2005) ve okutulmakta olan ders kitabinda (MEB, 2007) rasyonel sayilarin
yogunlugu tizerinde durulurken, iki rasyonel say:1 arasinda bulunabilecek rasyonel sayilara verilen
ornekler hep kesirli oldugu belirlenmistir. Her ne kadar konunun devaminda her rasyonel sayinn bir
devirli ondalik a¢ilimi oldugu belirtilmisse de, 6grencilerin aralikta bulunan sonsuz tane sayinin
araligin smir degerleri ile ayni gosterimde olamayabileceginin hissettirilmesi icin dersi yliriiten
O0gretmene biiyiik gorev diismektedir.

Birbirinden farkli olarak verilen herhangi iki rasyonel sayi arasinda farkli gosterimde
olabilecek sayilarin olabilecegini ifade eden 6grenciler ikinci grupta yer almistir. Bu 6grenciler farkl
gosterimde olabilecek bu sayilarin ayni zamanda sonsuz tane oldugunu belirterek Yogunluk Diizey
2'ye atanmuiglardir. Bagka bir deyisle bu diizeye atanan {i¢ 6grenci rasyonel sayilar kiimesinin yogun
oldugunu kavrayan 6grencilerdir ancak goriildiigii gibi bu 6grencilerin sayisi arzu edilen diizeyde
degildir.

Sonuc ve Oneriler

Elde edilen bulgular, 6grencilerin biiyiik ¢cogunlugu i¢in dogal sayilar kiimesi ile ilgili 6n
bilgilerinin rasyonel sayilar kiimesinin yogunlugunu anlamada engel teskil ettigini ortaya
koymaktadir. Bunun yaninda 6grencilerde verilen bir aralikta yer alan sayilarin araligin siir degerleri
ile ayni gosterimde olmasi gerektigi yoniinde goriislerin hakim oldugu belirlenmistir. Bu ayni
zamanda Ogrencilerin rasyonel sayilar kiimesini, birbiri ile iliskisi olmayan kiimelerin birlesimi olarak
algiladiklarini ortaya koymaktadir. Bu eksikliklerin giderilmesi igin Ogretimi planlayacak olan
ogretmenlere biiylik gorevler diismektedir. Bunun igin kesir ve ondalik kesirlerin birbirinden farkl
sayllar olarak degil, ayni saymin birbirine doniistiiriilebilen farkli gosterimleri oldugunun
kavranmasina yonelik ¢alismalar yapilmalidir. Ayrica bu konu ile ilgili olarak hazirlanacak 6gretim
materyallerinde 0grenci yanilgilarin giderilmesine yonelik etkinliklere yer verilmesi gerekmektedir.
Arastirmada 6zel durum ¢alismast kullanildig: icin kiigiik bir 6rneklem ile ¢alisilmistir, dolayisiyla
sonuglarin genellenmesi miimkiin degildir. Bu nedenle bu alanda arastirma yapacak aragtirmalara
farkli diizeyden alnacak Ogrenciler ile ve daha genis bir Orneklem {izerinde calisiimasi
Onerilmektedir. Bunun yaninda soru setinin daha kapsamli olarak hazirlanmasi, sayr dogrusu
kullanimmin &grencilerin rasyonel sayilar kiimesinin yogunlugunu anlamada herhangi bir etkisi olup
olmadiginin belirlenmesi 6nerilmektedir.
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